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Avant-propos

Merci a tous ceux que j'ai cotoyé. Les professeurs, bien sdr, mais aussi les
nombreux amateurs ou professionnels qui m’ont appris a mieux faire mon
metier, a mieux communiquer et a mieux enseigner, sans oublier les €leves,
eternelle source d’inspiration. Leurs idees, leurs remarques, leurs critiques,
constructives ou acerbes, m’ont guide au long de ces trente années de
maturation.

Tétramath n’est pas un livre mais une méthode.

Pour l'expliguer, faisons un peu de philosophie.

Le vide est efficace, car comme le vide du soufflet peut produire du souffle
a volonte, comme le moyeu d’une roue dont le vide permet de la faire

tourner, comme le vase ou la maison, il est réceptacle.

Le cahier. Voila le point central de cette méthode. Un bon cahier a spirale
quadrillé.

Autour de ce cahier gravite ce cours, des exercices a correction dynamique
sur le net et méme l'utilisation du smartphone.

Tout ceci permet un apprentissage en présentiel, a distance, ou les deux.

Je te souhaite la réussite et le succes.

Une serie de ressources gratuites ou libres de droit ont ete utilisees.

Les logiciels livetex, lyx et luatex pour la rédaction, openboard, geogebra,
google sheet, gimp, libreoffice, framindmap pour la conception des donnees.
Tous sont des marques déposées de leurs propriétaires. Des ressources de
https ://www.maths-et-tiques.fr/ ont €également €te utilis€es.

9
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De nombreuses illustrations sont issues de freepik.com. Leurs auteurs sont
brgfx, pikisuperstar, iconicbestiary, rawpixel, fwstudio, katemangostar,
kjpargeter, asier_relampagoestudio, macrovector. Qu'’ils soient tous
remercies !

© Jean-Luc Goffin 2020, 2026



TétraMath, la méthode

Nous apprenons avec nos 5 sens : vue, toucher, golt, odorat et ouie. L'ideal
serait de les utiliser tous pour chacun de nos apprentissages. Dans le cadre
de ce cours, nous allons utiliser la vue, l'oule et le toucher. Inutile
d'expliquer la vue. L’odorat et le golt ne seront malheureusement pas
utilis€s ici.

L’ouie

Tu as certainement un bon professeur de
mathématiques. Ecoute-le attentivement !
Il sera sans doute poslsible de lire ce texte écrit B
(text-to-speech) au depart de sa version

électronique. Ces outils ne lisent pas encore bien

les formules mathématiques.

Le toucher

Voici un sens tres important. En utilisant a la fois la vue, l'ouie et le
toucher, nous facilitons notre mémoire. Pour utiliser le toucher, rien de plus
facile.

Procure-toi un cahier a spirale quadrillé, de format A4 environ.

Pourquoi un cahier ? Parce que les feuilles sont reliées entre-elles. Le 2 juin,
tu retrouveras facilement Le cours du 17 février.

11
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Pourquoi a spirale ? Parce qu'il est possible de retourner la page de gauche
(ou de droite) sous les autres et le cahier occupe deux fois moins de place.

Si tu es droitier, écris uniquement sur les pages de droite pendant le cours;
tu €criras sur les pages de gauche en dehors du cours : preparations,
syntheses, ... Les gauchers ont déjé compris qu'ils feront l'inverse. Des
exemples de synthese se trouvent en annexe.

Une petite histoire.

Pythagore (vers -540) a peut-étre €crit le
théoreme qui porte son nom. Ce n’est pas du
tout certain, car des cas particuliers de ce
théoreme étaient connus 1000 ans auparavant
et, de plus, nous n’avons aucun ecrit de
Pythagore! Bref, imaginer Pythagore ecrire
«son» théoreme de gauche a droite et de haut
en bas est une pure fiction!

Iécris sur la page de droite comme tu veux : fais des ratures, barre, reviens
en arriere (pas de 1000 ans) et surtout n’efface rien! Laisse les erreurs
sous les ratures pour ne plus les refaire. Tu veux un cours propre ? Utilise
les pages de gauche... Utilise un stylo a 4 couleurs, un crayon et une
gomme (rarement). Une regle et un compas pour reporter les mesures. Pour
la calculette, demande a ton professeur. Je ne peux pas tout faire! Je fais
ce que je peux, et tu fais le reste!

La mise en page et la police ont eté choisies pour faciliter I’acces aux per-
sonnes a lecture reduite.

Les mentions C1, C2 et C3 signifient :
e Cl1 Expliciter les savoirs et les procédures

Tu seras capable de citer un enoncé, d’expliciter un concept et aussi maitri-
ser le vocabulaire, Lles tournures et le symbolisme nécessaires pour expliquer
une propriéte.

e C2 Appliquer une procédure

Tu devras acquerir des réflexes «réfléchis» pour résoudre un exercice. Il
s'agit d’exercices rituels.

e C3 Transférer

Le but est de résoudre un probleme en choisissant une bonne stratégie.
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Tétramath est congu pour les €leves 2.0 : Le cours comprend aussi des fi-
chiers en ligne. Ceux-ci sont indiqués par une pastille verte :

f http ://tetramath.jean-luc-goffin.be

Une adresse donnant acces direct a chague chapitre sera donnée au début
de celui-ci.

T
=
e
LS
s =1
s =
s =1
e
s =
= =
L= =)
L= =)
(= =)
(= =)
(S =)
L

tetramath, le livre tetramath.jean-luc-goffin.com
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Chapitre 1

Trigonométrie

Table des matiéres

Objectifs

CONNAITRE

e Repréesenter sur le cercle trigonomeétrique un point correspondant a un
angle ainsi que ses nombres trigonometriques.

e Interpréter géomeétriquement les relations principales.

APPLIQUER

e Calculer les nombres trigonometriques d’'un angle associé.

e Calculer la longueur d’un coté d’un triangle.

TRANSFERER

e Utiliser les relations trigonométriques pour traiter une application géomé-

trique, topographique, physique, ...

17



18 CHAPITRE 1. TRIGONOMETRIE

' 4 http ://tetramath.jean-luc-goffin.be/trigonometrie

1.0 Prérequis

1. Isole C2

(a) R dans U = R.I
(o) v dans d = v.t
(c) r dans S = 7.r?

(d) r dans V = w.r?.h

(e) y dans t = L

(f) x dans 3x —y4y =5
(Q) ydans x +2y =5

(h) y dans 3x +4y =5

(i) d dans a® = b + 2 — 2bced

2. Soit le triangle ABC rectangle en B. C2
Premiere série : un angle aigu et un cété sont donnés. Complete le
tableau.

a b c A C
17 cm 36°
13 cm 47°

17 cm 17°

3. Soit le triangle ABC rectangle en B. C2

Deuxieme série : deux coteés sont donnés. Complete Lle tableau.
a b c A C
3 cm 4 cm
17 cm 20 cm
13 cm 10 cm
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4, (Ex 23) Le périmetre d’un losange vaut 80 m et l'amplitude d’un de ses
angles vaut 60°.

Que vaut l'aire definie par ce losange?

5. (Ex 24) Un triangle rectangle définit une aire de 2001/3 cm? et un de ses
angles a une amplitude de 30°.

Quelle est la longueur (en cm) de son hypoténuse ?

1.1 Angles dans le cercle trigonométrique

Incursion

&

Cet outil permet de mesurer des angles.

Mesure les angles ci-dessous.
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F http ://geogebra.org/classic/Fyet2ZpK

Le cercle trigonométrique

Il existe des rapporteurs de toutes sortes : des petits, des grands, des mous...
Mettons un peu d’ordre dans tout cela. Nous voulons un rapporteur universel.
Tout d’abord, ce sera un cercle complet, pas seulement un demi-cercle.
Ensuite, il devra étre simple : centre (0;0) et rayon 1.

Enfin, il faudra mesurer d'une seule fagon. La plupart des rapporteur ont
deux origines (tu peux vérifier!).

Une seule origine (1;0) et comme c’est une cercle complet on précise le
sens positif.

1.2

0.8

0.6
0.4

0.2

) E

-14-12 {1 -0.8-0.6-0.4-0.2 12 14 16

-0.2

0.2 04 06 0.8

-0.4
-0.6

-0.8

-1.2

Il manque quelque chose sur ce rapporteur : les degrés!

Je parie que ton rapporteur est transparent. Le probléme est réglé!

Attention! Le 0° du rapporteur doit se trouver au point E.
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Mesures d’un angle orienté dans le cercle trigonométrique

Un angle orienté possede un coté origine et un cote extrémite.

Pour mesurer un angle orienté dans le cercle trigonométrique, il suffit de
représenter son coté origine sur la demi-droite [OF et le coté extrémité
indique la mesure.

A

0.5

a=60° E
0.5 15

-1.5

Vérifie avec ton rapporteur que l'angle FOA mesure 60°.

Le point A représente l'angle « sur le cercle trigonométrique.
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Exercices

1. Pour chacune des mesures d’angle suivantes
1) indique Le point sur le cercle trigonométrique
2) détermine 2 mesures positives et 2 négatives de cet angle.

(a) —12°
(o) 150°
(c) —135°
(d) 320°
(e) 210°
2. Donne la mesure équivalente appartenant a l'intervalle [0°;360°].
(a) 1230°
(b) —510°
(c) 720°
(d) 1700°
(e) —910°

Mesures d’un angle non orienté dans le cercle trigonométrique
Les angles d’un triangle ou d’un polygone ne sont généralement pas orientés.

Pour les représenter sur le cercle trigonometrique, il suffit de considerer que
leur mesure est comprise entre 0° et 360° (angles orientés positivement).

1.2 sin, cos, tan d'un angle quelconque

Incursion

Le cercle trigonométrique permet de représenter un angle (orient€) par un
point.
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C’est genial! Essaye de mettre deux demi-droites de méme origine dans ta
poche...

Alors qu'un point, c’est L'objet le plus simple de la géométrie.

Examinons ce point d’un peu plus pres.

Grace a notre repere ce point a deux coordonnées, abscisse (sur l’axe hori-
zontal) et ordonnée (sur l’axe vertical).

C'est COSa et Sina.

C’est tout? C’est tout!

Si A est l'unique point du cercle trigonométrique déterminé par l’angle orien-
te d’amplitude «, alors

e le sinus de « (Sin «) est l'ordonnée du point A

e le cosinus de a (COS o) est l'abscisse du point A

t

Ui tan(a)

*1
ssin(a)

0.5

ccos(a)

Ajoutons a coté du cercle trigonomeétrique l'axe t, parallele a l'axe vertical,
passant par (1,0) et avec les mémes graduations.

e la tangente de o (tan «) est la graduation sur l'axe des tangentes du point
d’intersection avec la droite OA.

*
[} @ @ »
)

SR
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IL n’y a qu’un seul sinus. L’ancien sinus ne s’applique gqu’aux triangles rec-
tangles et plus précisément aux angles aigus dans un triangle rectangle.

Le nouveau sinus s’applique a tous les angles.

Bien entendu, pour les angles aigus, c’est le méme sinus. Voici pourquoi.

tan(a)

4 -05

: - P _ : coté opposé
Dans le triangle rose, la vieille definition nous dit : SINov = ———.
hypoténuse
Or I’hypoténuse est un rayon du cercle trigonométrique et vaut donc 1.
Quant au c6té oppose€, nous pouvons le mesurer sur l'axe vertical.

Il y est compris entre la graduation Sin « de la nouvelle definition et ©@.

C’est la distance a l'origine de Sina et donc |sin al.
|Sin ¢

Nous avons ainsi démontré que Sina = ou encore

sina = |sin ¢/

ou le sin de gauche est le vieux sin et le sin de droite est le nouveau sin.
En regardant l’axe vertical, tu vois que pour un angle aigu, Sina > 0 et donc
sina = sina

ou le sin de gauche est le vieux sin et le sin de droite est le nouveau sin.
Le raisonnement est le méme pour COS q.

Pour tan o, les amateurs de triangles semblables y arriveront.
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Exercices

1. Représente le sinus, le cosinus et la tangente de l'angle « dans les 4
situations suivantes puis donnes-en une valeur approximative.

1.5

0.5

0.5

=15

(a)

1.5

0.5

(b)



26

(c)

(d)

2.

CHAPITRE 1. TRIGONOMETRIE

1.5

0.5

0.5

1.5

0.5

0.5

https ://www.macformath.net/math/geogebra/html/cercletrigo.html
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Valeurs remarquables

En se basant sur le cercle trigonométrique, complete les nombres trigono-
métriques suivants :

0°1]90° | 180° | 270°

sin
cos
tan

Que constates-tu a la derniere ligne ?
tan90° et tan270° (ou tan (—90°)) n’existent pas!
En effet, la droite OA est parallele a l'axe des tangentes.

1.3 Formule fondamentale et formule de tan

Formule fondamentale de la trigonométrie

Quel que soit l'angle orienté dont une mesure est a,
sin” (o) + cos?(a) = 1

Virons l'axe des tangentes!

Il est parfaitement possible de ne plus utiliser I’axe des tangentes grace a
sin«
0S «

la formule | tan o =
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ou o est une mesure d’un angle quelconque non droit.
(Pourquoi pas droit?)

Exercice

Pour chaque mesure,
1. représente l'angle orienté sur le cercle trigonométrique,

2. donne une approximation des nombres trigonometriques de cet angle
(sin, cos, tan),

3. vérifie que sina + cos?a = 1

sin «

4, vérifie que tana =
COS «

(@) a =110°
(b) a = 246, 12°
(c) a =49°

(d) a =131°

1.4 Formules des triangles quelconques

Dans un triangle quelconque, il n'y a pas d’hypoténuse.
Nous allons donc dire adieu a la formule de Pythagore,
mais d’abord a SOH - CAH - TOA.
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Loi du cosinus (théoréme de Pythagore généralisé)

B

a2 =b>+ %2 —2.b.c.cos ﬁ
2 =0a2+c—2a.cCOSB c a
A2 =a2+b—2.ab.cosC

Mais aussi

A+ B+C =180°

A la fin de ce chapitre, tu es capable de

CONNAITRE

e Représenter sur un cercle trigonométrique un point correspondant a un
angle ainsi que ses nombres trigonometriques.

o Etablir le lien entre triangles semblables et nombres trigonomeétriques.
e Interpreter geometriquement les relations principales.
TRANSFERER

e Utiliser les relations trigonométriques pour traiter une application de tri-
angles rectangles.
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Chapitre 2

Fonctions

Table des matiéres

Objectifs

CONNAITRE

e Tracer le graphique d’une fonction de référence.

e Associer un type de fonction de référence a une situation donnée.

e Interpreter graphiquement les définitions de croissance, décroissance, ex-
tremum, parite.

APPLIQUER

e Effectuer des calculs numériques ou littéraux mettant en jeu des puis-
sances, des racines carrées, des €critures fractionnaires.

e Sur des cas simples de relations entre variables (par exemple U = RI, d = vt,
S =mr?,V =abc, V =7r?h), exprimer une variable en fonction des autres. Cas
d’une relation du premier degré ax + by = c.

e Apparier des graphiques de transformées de fonctions de réference et des
expressions analytiques et justifier.

e Trouver l’expression analytique d’une composée d’une fonction de réfe-
rence a partir de son graphique.

31
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e Tracer le graphique d’une composee d’une fonction de référence.

e Reconnaitre si l’expression analytique ou le graphique est ou non une fonc-
tion

e Repérer sur base du graphique d’une fonction donnée, le domaine, l’ensemble-
image, les z€ros, l'ordonnée a l'origine, la parit€, la croissance, les extre-
ma (tableau de variations). Se servir du graphique pour répondre a des ques-
tions concernant certaines valeurs de la variable ou de ses images

e Déterminer par calcul le domaine, les zeros, l'ordonnée a l'origine et la
parité d’une fonction

4 http ://tetramath.jean-luc-goffin.be/fonctions
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2.0 Prérequis

Puissances

1. Effectue. La réponse est un nombre.

] 23 B 23y~ B =352 B
y: z72 Qo224

o $4 B 4'%,73 B _xSyfl B
y3 72 _32—4%

c z3 B Ag=3 15 (333.y_2)
y? 3y~ 45 (y22)° ,

q x0 B 23273 B —45 (x3z_4) B
y 3 5y~? 18 (y22-1) 72

3. Ecris a l’aide de puissances a exposant positif

a z.y %= 2 B
v i 15x—2y2 B
21/ —4x1
b Taty it = — =
oY o (12x2y>
3y~3 4\ 1
200y = = ) =
© sy o <x2y—5> T

4 32y —4x! B 302\ [/ —4g7!
Yo = 302y 5 Y3 22y 3

)2_
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az_bz

a?— b =(a—"b).(a+0)

4. Effectue
a (x—2).(x+2)= (x—2).(3z+6) =
a’> 2b a’>  2b
o <§+3 .<§—3): (2++5).(2—=V5) =
¢ (=5c+2a).(2a+ 5c) = (2v2—V3) . (2v2+V3) =
d (3k—2).(3k+2). (9> +4) = (—V6—v24).(—v6+V24) =
5. Factorise
a 3xy+ 3wz = St — 202% = zt —16 =
b 4a2—2502= (2243 —-49=  (20+3)°— (22 —3)
¢ P—16z= (z—17—(2c-3)°= at — (2z —3)* =
6. Chasse les radicaux du dénominateur
2—-V3 3v2 2v3
2+v3  V5+3  2—-Vh
. 1 T 2-V3
V2+1 V5+4/3 V3
C 5HVE o 4VE | 3V243

3-v2  2-V3 V2
7. (Ex 22) On considere les nombres reels positifs a et b tesl que a® > b,

Parmi les propositions suivantes, laquelle est égale a

\/a+\/a2—b+\/a—\/a2—b?
2 2 )

a—+b
(a) 5

() Va— Vb
(c) Va+ Vb
(d) \/ a—b

8. (Ex 24) On considere l’expression \/ b \/
a J—

a—2b
a+b

Parmi les quatre expressions suivantes, quelle est celle qui est équiva-
lente a celle donnée ci-dessus ?
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(a) 1

2 |al
(b)

a? — b2
au
a2 — b2
a’ + b
@ V25—

9. Radicaux d’'indice 2 ou 3

(c)

(a) Simplifie les radicaux.
(b) Effectue, si possible.

(c) Chasse les radicaux du dénominateur s’il y en a

a V162 = VI20 _ V2
2~ /6 24+ 4v/2

bV Vi Voo
C 6V3—2T= %: /32 =
d v8—4v20+3v27 —2V/18 44/8./27 = /=81 =
e \/_+4x/_ 3V/2T — 2V/45 V3. (V12 — V48 + V81) Vb4 =
f —+3\/_—¢_— (2v5 = 3V12) . (V27 —2v/24) /16 + V/54 — /250
g 2\/_+6\/>+14\/» (2+vB8)" = /0,008 =

2\/3__3\/2_0 3 3/
h 2\/_ —m - 2v/3+3V3 =

Fonctions du premier degré

Complete les tableaux et représente les fonctions f et g (dans ton cahier).

z | f(z)=2x+6 r |g(z)=-3x+7
0 0
1 1
2 2
3 3
-1 -1
—2 -2
-3 -3

Quelles sont les pentes de ces deux fonctions?
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Racine et signe

Determine la racine de f en résolvant l'équation f (z) =

Détermine la racine de g en résolvant l'équation g (7) =

0.
0.

Dresse le tableau de signe de ces deux fonctions.

A =

Exercices

1. Trace la fonction et dresse son tableau de signe. Quelle est sa pente?

(@) fi(z)=22+1
(o) fo(r)=—-2r+1
(€) f3(z)=3—13x

2. (Ex 21) Un gouvernement a prévu une aide A pour les cafés et restau-

rants fermes en raison de l’épidémie de la COVID-19. Cette aide com-
prend une part fixe F et une seconde part variable proportionnelle a la
fois au revenu R declaré pour l’année 2019 et au nombre total N d’heures
payées a des travailleurs occupées par l'établissement en 2019.

Décrire A a l'aide d’une formule.

(Ex 21) Une friterie vend son petit paquet de frites au prix de 2,5 euros
et son grand paquet de frites au prix de 4 euros. Un habitué remarque
que le grand paquet contient le double de frites par rapport au petit
paquet.

De quel pourcentage le prix par frite du petit paquet est-il plus eleveé
(ou plus bas) que pour le grand paquet ?

(Ex 23) Auparavant, les honoraires pour un traitement chez un dentiste
etaient de 50 euros. Le patient ne payait que 22 % de ces honoraires,
le reste €tant payé€ par l'assurance-maladie.

Les honoraires ont désormais augmenté de 10 %. Les assurances-maladie
font en sorte que les patients paient toujours la méme somme pour leur
traitement qu’avant l'augmentation.
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Quel est le pourcentage des nouveaux honoraires pris en charge par
l'assurance-maladie ?

5. (Ex 25) Un hoépital emploie 2000 personnes soignantes. La répartition
est : 50% inﬁrmiéres, 25% médecins, 25% personnel psychosocial.

Le nombre d'infirmieres est insuffisant. L’hdpital décide de remplacer
20% de son personnel psychosocial par des infirmieres.

Quel pourcentage du personnel soignant seront des infirmieres apres
ce changement?
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2.1 Caractéristiques d’une fonction

Incursion

aA |

Comment organiser cela?

Un petit (ou un grand) tableau convient parfaitement.
Fais-le sur la page de gauche de ton cahier.

Nom Date de naissance
Jeanne 1109
Ludovic 0927

Aziz 0512
Helene

Leila

En informatique, ce serait le début d’une base de données.
Dans tous les cas, cela s'appelle une relation.

Ce serait sympa de féter les anniversaires.
Il suffit d’'inverser les deux colonnes.

Date de naissance Nom
1109 Jeanne
0927 Ludovic

0512 Aziz
Helene

Leila

Fais-le dans l'ordre chronologique, comme ceci :
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Date de naissance Nom
9512 Aziz
0;57 Luoi;vic
1]...(:)9 Jea;.r.\ne
Helene
Leila

Si tu connais 50 éleves de ton année, il est presque certain que deux d’entre
eux ont leur anniversaire le méme jour.

Date de naissance Nom
0512 Aziz
0927 Ludovic
Helene
Leila

Il y a une différence essentielle entre le tableau des dates de naissance et
celui des anniversaires.

Pour celui des dates de naissances, chacun a sa ligne : on parle de fonction.

Pour celui des anniversaires, une méme date peut avoir plusieurs lignes :
on parle de relation ordinaire (ou non-fonctionnelle).

Dans la suite du chapitre, nous n’allons plus utiliser de nom de personnes
(ou de prénom) mais bien des nombres symbolisés par la variable x.
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X y
1 [1109
2 | 0927
8 | 0512
-4

3,14

Lorsque chaque x donne un seul y, la relation est une fonction.
Complete :

Une fonction est une relation pour laquelle

Exemples

1. La fonction f definie par f (z) = —3x + 7.

x | y=f(x)
1 4
3 -2
-1 10
0 7

2. La fonction f définie par f (z) = 22

x | y=f(x)
1 1
3 9
-1 1
0 0]

4 1
3. La fonction f definie par f(z) = —.
T
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x | y=f(x)
1 1
3| 3
-1 -1
0] x

Le premier exemple est connu : c’est une fonction du premier degre.

Dans Le dernier exemple, x=0 n’a pas d’'image. On dit que 0 n'appartient pas
au domaine de la fonction f.

Le domaine des deux premiers exemples est R.
La variable x est représentée sur Ll'axe horizontal,

son image f(x) sur l'axe vertical.

Exemple 1
\f(x) = =3z +7
7
6
5
4
3
2
1
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
-1
=2
=3
-4
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Exemple 2
Tt 2
fa) = 2
8
7
6
5
4
3
2
1
5 4 -3 -2 -10

Exemple 3

CHAPITRE 2. FONCTIONS
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Domaine et ensemble-image

Le domaine est l'ensemble des x de la fonction (condition d’existence).

L’ensemble-image en est l'ensemble des y.

Exemple 1

Le domaine est R (pas de condition d’existence).

L’ensemble-image est R.

Exemple 2

Le domaine est R (pas de condition d’existence).

L’ensemble-image est R = [0; —|.

Exemple 3

Le domaine est Ry = R\ {0} (Condition d’existence : z # 0).

L’ensemble-image est Ry = R\ {0}.
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Racines et signe d’une fonction

Exemple 1

\f(:r) —| -3l 4+l
7

=3 =211 =110 1 2 3 4 5 6 7 8

=2

=3

Définition

CHAPITRE 2. FONCTIONS

De gauche a droite,

'image de x est positive, nulle
puis negative.

Il s’agit d’une fonction du pre-
mier degre ou m<0 car m=-3.

7
3 est obtenu
en résolvant —3z + 7 = 0.

On appelle racine (ou zero) d’une fonction tout x dont l'image par f est zero.

—3x+7

racine
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Exemple 2

Exemple 3

De gauche a droite,
'image de x est positive, nulle
puis encore positive.

0 est la racine car 02 = 0.

De gauche a droite,
l'image de x est négative,
puis positive.

Attention a lever les pieds
enx = 0!

0 n’a pas d'image.

Cette fonction
n’a pas de racine car — # 0.

, x
Une fraction est nulle lorsque
son numérateur est nul.



46 CHAPITRE 2. FONCTIONS

Exercices

1. Parmi les graphes suivants, quels sont ceux qui représentent une fonc-
tion numerique ? Donne alors son domaine et son ensemble-image.

(a)

(o)

(c)
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(d) ledaibed sodsdin]

(e)
(f)
2. Détermine le domaine de

(@) f(z) = 33?_31
(0) f(z)=+Vx—-1
(c) f(x)= 3;;31
(d) f(z)=+vVx+1
(&) f(r)= 25—

3. Détermine le domaine et l'intersection avec les axes de coordonnées
de la fonction f

(a) dont le graphe est representé par

X
2
11
_Iz 1 @) ! i fjl X
14
20— 3

(o) telle que f(x) =

z—1
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(c) f(z)=2*-3x

(d) f(r) =

E)N@Z;;a
() fr) = 2
Q) f(2) = 5—

(i) f(z)=+v1—-2z
(j) f(x)=+1-2z

(k) f(z)=

(L) f(z)=

(m) f(x) =

(n) f(z)=

(0) f(z)=

(p) f(z)=

Q) f(z)=

(r) f(z)=

(s) f(x)=

—_
|

W~

8

8
[\

(t) f(x) =

| DN
| S
s
—_

(W) f(z)=

|
—_

X

CHAPITRE 2. FONCTIONS

4, Détermine le domaine, les intersections avec les axes et le tableau de
signe de la fonction f . Trace ensuite son graphique.

(@) f(z)=22—4
(b) f(z)=6—4x
(c) f(z)=5x+2
(d) f(z)=—3x
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2.2 Variation et parité d'une fonction

Variation

A |

Fonction croissante : plus x est grand, plus y est grand.

Fonction décroissante : plus x est

Exemple 1

\f(:c) =| =3z +7
7

3 2 -10
—1

=3

Il s’agit d’'une
fonction décroissante.
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Exemple 2
|2 .
f@) = T De gauche a droite,
. cette fonction est décrois-
. sante
: puis croissante.
5
4
: x| |0]
: y [N fm] /7
4
1
a
£ »
5 -4 -3 -2 10 1 2 3 4 5 6
ar Nous dirons que
2= 0 est un minimum.
Définition

On appelle minimum d’une fonction un x qui a une image plus petite que ses
voisins.

Exemple 3

De gauche a droite,

cette fonction

est décroissante,

2 puis décroissante!
Attention a lever les pieds
enz =0!

0 n’a pas d'image.
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Parité

Exemple 2
2
fa) = 2
8 Cette fonction est coupée en
7 deux par l'axe vertical.
6
5
" Qu’est-ce que cela veut dire?

Cela veut dire que l'axe ver-
tical est axe de symétrie

45 44 3 2 10 1 2 3 4 5 6 f(_x):f(x)

Définition

Lorsque f (—z) = f(x) on dit que la fonction est paire.
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Exemple 3

4 Avant de dire la méme chose,
3 remarque que l'axe vertical
2 n‘est pas axe de symeétrie.

En fait, f(—z) = —f (2).

(0;0) est centre de symétrie.

Définition

Lorsque f(—x) = —f (=) on dit que la fonction est impaire.

Exemple 1

Cette fonction n'est

6 ni paire, ni impaire.

5

4

: f ()=

2

1 f(=z) =—(
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

=1

IL ne s’agit ni de f ()
ni de —f ().

=3
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Exercices

1. Pour la fonction f ci-dessous,
dom f =
m f =
f est strictement croissante sur
f est strictement décroissante sur

f est constante sur

(a) Son domaine

(b) L'image de -4 et 2

(c) f(1) et f(4)

(d) Les antecédents de -2

(€) f()=2

(f) Les coordonnées des maximum et minimum éventuels
(g) Ses zeros

(h) Son tableau de variation

53
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3. On étudie l'efficacité (en pourcentage) d’une poudre a laver en fonction
de la temperature d'utilisation de l’eau de lavage utilisée. On consigne
les resultats de l’étude dans le graphe suivant :

80% 1

G60% T

40% 1

O~ —0mWmo —==m

20% -

o 20 40 60 80 100

Température (en degrés)

(a) Etablis un tableau de points de la fonction décrite sur [0; 100).

(b) Détermine la temperature a laquelle la poudre a la plus grande
efficacite.

(c) A quelle(s) température(s) l'efficacité du produit est-elle de 80% ?

(d) Calcule l'intervalle de température qui permet a la poudre d’avoir
une efficacité d’au moins 60%.

(e) Décris la variation de la fonction proposée (croissance, décrois-
sance, maximum, minimum)

4. Justifie!

(@) f(x)=22*4 322+ 1 est paire car f(—z) =

(b) f(z) =32® — 2 est impaire car f(—z) =

(c) f(z)=22*+1 n'est ni paire ni impaire car f(-z) =
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5. Voici le graphique complet de 2 fonctions. Pour chacune d’entre elles,
determine lLe domaineg, l'ensemble-image, les zéros, l'intersection avec
l’axe des ordonnées, la parité et le tableau de variation.

y = f(x)

(a)

y = h(x)

(b)

2.3 Les sept fonctions de référence

La fonction *+ — x (fonction identique)

C’est la fonction la plus paresseuse de toutes : elle ne fait rien.
L'image de 1 est 1, l'image de 2 est 2, de 18 c’est 18, de 0 c’est 0,...

fla) ==
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5
4
x | y=f(x) .
1 1 :
2 2 1
-1 -1
0 0 5 4 -3 -2 - 1 2 3 4 5
2] -2 it
o
=3
fay=2
-5
dom f =R
mm f =R
X
Signe ‘ U ‘
y|-|0[+
0 est la racine
X
Variation I
y|

Cette fonction est croissante.

f(=2)=—w=—f(z)

Cette fonction est impaire.

1
La fonction x — — (fonction inverse)
x

Nous la connaissons déjé. La petite fille doit lever les pieds en x=0...

1
L'image de 1 est 1, l'image de 2 est 5 de -1 c’est -1, 0 n'a pas d’'image.

/() =~

X
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5
x | y=f(x) 4
1 1 3
2 % 2
L 1
2
0] rien 1 2 3 4 5
-1 -1
2 1
2
dom f =R,
me = RO
Signe X ‘ ‘ 0 ‘
y|-[1[+
Pas de racine
Variation X ‘ ‘ L ‘
y INT TN
Cette fonction n’est pas decroissante partout: f (—1) < f(1).
1 1
f(—x)—_—x——g——f(x)

Cette fonction est impaire.

La fonction x — x2 (fonction carré)

Nous la connaissons dé€ja.

L'image de 1 est 1, l'image de 2 est 4 de -1 c'est 1, de 0 c’est O, ...

f(z) =a?

57
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x | y=f(x)
1 1
2 4
!
2 4
0 0
-1 1
-2 4
dom f =R
im f =R"
Signe

0 est la racine

Variation

0 est Le minimum.

f (=) = (-z)’

CHAPITRE 2. FONCTIONS

Y|\ |0]

—a*— [ (@)

Cette fonction est paire.

La fonction x — x> (fonction cube)

L'image de 1 est 1, l'image de 2 est 8, de -1 c’est -1, de O c’est O, ...

f(z) =2’
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8
7
6
5

x | y=f(x) 4

1 1 8

2 8 2

I 1 :

2 8

0 0] -5 4 3 2 -1/o| 1 2 3 4 5

-1 -1 -1

-2 -8 -2
-3
4
-5

f@) |

-7
-8

dom f =R

mm f =R

Signe X ‘ 0 ‘

y|-|0[+
0 est la racine
o X
Variation y |

Cette fonction est croissante.

f (=)= (—a) = =2’ = —f (x)

Cette fonction est impaire.

La fonction z — /= (radical)

L'image de 1 est 1, l'image de 2 est V2, de 4 c’est 2, de O c’est O, ...
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X | y=f(x)
1 1
4 2 i
T )
4 2
el o :
9 3 1 Flz) = vz
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-1
dom f = R*
imf=R"
Signe X ‘ ‘ 0 ‘
y|/1/]0]+
0 est la racine.
Variation X ‘ ‘ Y ‘
y|//]o]

0 est le minimum ; cette fonction est croissante.

f (=) n’a aucun sens.
Cette fonction n’est ni paire ni impaire.

La fonction x — |z| (valeur absolue)

L'image de 1 est 1, l'image de 2 est 2, de -1 c’est 1, de O c’est O, ...

f(x) =|z|
x | y=f(x) fl@) = |=f
1] 1 :
2 2 :
1 1 4
53 :
0 0
1] 1 :
-2 2 L
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
-1
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dom f =R
imf=RT"
. x| |0
S
'gne y |+ 0]+
0 est la racine
Variati X | 0
ariation
y[ N 0]

0 est Le minimum.

f(=a) = |=2| = [z] = [ (2)

Cette fonction est paire.

La fonction x — /x (racine cubique)

L'image de 1 est 1, l'image de 8 est 2, de -1 c’est -1, de O c’est O, ...

f(x) =
x | y=f(x)
1 1
8 2 2
T 1
& 2
(0] (0] 8 7 6 5 4 3 2 410 1 2 3 4 5 6 7
1] -1 flz) = V= ~1
-8 -2 -2
-3
dom f =R
m f=R
X
Signe ‘ O‘
y|-|0[+
0 est la racine
Variati X
ariation e
y| ./~

Cette fonction est croissante.

fla)=V-2=—v=—f(z)

Cette fonction est impaire.

6l
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2.4 Composées de fonctions de référence

Il est parfois possible d’éviter la construction point par point du graphique
d’'une fonction et de l’'obtenir en transformant une fonction f d€ja connue.

Transformation de f

Exemple avec [ (z) =+/x

h tel que h(x)=-f(x) h(x)=—x

i tel que i(x)=f(-x) i(x)=+—x

j tel que j(x)=f(x)+p | j(x)=+/T+2

k tel que k(x)=f(x+p) | k(z) = V& +2

L tel que L(x)=p.f(x) |[l(x)=2./x

m tel que m(x)=f(p.x) | m (z) = Vv2x
6
5
4
3

A la fonction f que voici, 1

nous allons appliquer \

ces 6 transformations. H SRS R RN | SR \1/ 5 3 a4 5
-1
-2
-3
-4
-5
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y=h(x)

Comment construire le
graphique de h(z) = —f (x)?

On opere une
par rapport a

Que sont devenus

63

les points suivants ?
(—1;3) —

(0;1) —

(1;-1) —

(z;9) = (z; —y)

Comment construire le
graphique de i (x) = f(—x)?

On opere une
par rapport a

Que sont devenus

les points suivants ?
(—1;3) —

(0;1) —

(1;-1) —

(z;9) = (=73 9)
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Comment construire le
graphique de j (z) = f () +p?

On opere une

de unites

Que sont devenus
les points suivants (p=3)?
(—1;3) —

(0;1) —

(1;-1) —

(z;9) = (v;y +p)

CHAPITRE 2. FONCTIONS

I
6 I
]
I
° I
I
4 I
I
I
783 1
/ \\ I
! I
1 Q\ P
I I
I 1 I
I \ I
I X !
5 14 3 —k 10 \1,’2 3 4
\
| -1 N4
I
I
- mr)
(]
I
, -3
I
I -4
I
y=f(x)4p -5

Comment construire le graphique de k(z) = f(z +2)?

Pour t’aider, remplis Le tableau suivant.

X X+2
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Comment construire le
graphique de
k()= f(x+p)?

On opere une

de unites

Que sont devenus

les points suivants (p=2)?
(—1;3) —

(0;1) —

(1;-1) —

(z;9) = (x — p;y)

65

y=f(x+p)

p=2
(z;9) = (2 — 2;y)
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6
5
Comment construire le
graphique de
[(z)=p.f(z) (p>0)7?
On opere une
1
de coefficient
-5 4 -3 —p -1 0/ N1/ 2 3 4
Que sont devenus 1
les points suivants (p=2)?
(—1;3) — -2
(0;1) — 3
(L-1) = g
-4
(5 y) = (z;p.y)
<5
y=p-f(x)
p=2
(z3y) = (73 2y)

Comment construire le graphique de m (z) = f (2x)?

Pour t’aider, remplis Le tableau suivant.
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6
5
Comment construire le ’
graphique de
m(z) = f(p.x) (p>0)7 3
On opere une
1
de coefficient 1
-5 -4 -3 £ 4 0 1 2 3 4 5
Que sont devenus ]
les points suivants (p=2)? _
(—1;3) — =2
(0;1) —
(L,-1) — B
T —4
(z39) — (—;y) y=f(p.x)
p -5
p=2
- (5)
X, )
Y 5 Y
Exercices

1. Si f (z) = V/z, exprime avec f () :

(@) g(r) =z +2
(0) h(z) =z —1
(c) i(z) = -2z
(d) j(z) =5./r—3
2. A partir de la fonction donnée par f (z) = /7,

(a) construis le graphe des fonctions suivantes.

(b) Précise dans chaque cas la transformation effectuée. Utilise des
couleurs.



68 CHAPITRE 2. FONCTIONS

1) g(x)=x—1

2) h(z) =+Vx+2 :

3) i(z) =24z

3. Chacune des fonctions suivantes a un graphe cartésien qui est obtenu
en transformant celui d’une fonction de référence.

(a) Retrouve la fonction de réference dont est issu le graphe.

(b) Précise la transformation qui a permis de l’obtenir.

(c) Donne la transformation des coordonnees.

(d) Trouve la formule de la fonction dessinee.

1
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a
5
4
3
2
1
-5 -4 -3 1 3 4
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4. Partant de f (x) = 22, écris :

(@) 4.f (x)
(o) f(—z)
(c) f(x+7)
(d) f(r—2)
(e) f(x)—1
(f) —f (v)
(9) f(22)
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2.5 Transformées de x?2

1. Partant de f (z) = 22, passe a g tel que ¢ (z) = (z + 2)°.

(a) Donne la transformation qui fait passer de f a g.
(b) Donne la transformation des coordonnées.

(c) Trace les deux fonctions sur le méme graphique.
2. Partant de g () = (z +2)°, passe a i tel que i (z) = 2 (z + 2)°.

(d) Donne la transformation qui fait passer de g a i.

(e) Donne la transformation des coordonnées.

(f) Trace la fonction ¢ sur le méme graphique que la fonction g ci-
dessus.

3. Partant de g (z) = (z + 2)°, passe a j tel que j (z) = — (z 4 2)%

(g) Donne la transformation qui fait passer de g a j.
(h) Donne la transformation des coordonnées.

(i) Trace la fonction 7 sur le méme graphique aussi que la fonction g
ci-dessus.

4. Partant de f (z) = 22, passe a h tel que h(z) = (z — 3)°.

(a) Donne la transformation qui fait passer de f a h.
(b) Donne la transformation des coordonnées.
(c) Trace les deux fonctions sur le méme graphique.
. 1
5. Partant de h(z) = (z — 3)%, passe a k tel que k (z) = 5 (z — 3)°.
(a) Donne la transformation qui fait passer de h a k.
(b) Donne la transformation des coordonnées.

(c) Trace la fonction k£ sur le méme graphique que la fonction h ci-
dessus.

6. Partant de h(z) = (z — 3)°, passe a [ tel que [ (z) = =2 (z — 3)°.

(a) Donne la transformation qui fait passer de h a .
(b) Donne la transformation des coordonnées.

(c) Trace la fonction [ sur le méme graphique aussi que la fonction h
ci-dessus.
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Chapitre 3

Deuxiéme degré

Table des matiéres

1. Fonctions du deuxieme degré 3. Equations et inéquations
2. Fonctions du deuxieme degre, le retour 4. Factorisation du trinéme
Objectifs

CONNAITRE

e Lier les diverses ecritures de la fonction du deuxieme degré avec certaines
caractéristiques de la fonction ou de son graphique :

= ar?+br+c
r—alr+p)*+v
r— a(r —x1)(z — x9)

e Interpréter graphiquement Les solutions d’une €quation ou d’une inéquation
du deuxieme degre.

APPLIQUER

e Résoudre graphiquement et algebriquement une équation ou une inéquation
du deuxieme degre.

e Associer l'expression analytique d’une fonction du deuxieme degré a son
graphique et réciproguement.

15
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e Construire l'expression analytique d’une fonction du deuxieme degré a par-
tir de son graphique et réciproguement.

e Déterminer les caracteristiques d’une fonction du deuxieme degre.

eDéterminer l'expression analytique d’une fonction du deuxieme degré re-
pondant a des conditions données.

e Calculer la distance d’un point a une droite.
TRANSFERER
e Modéliser et résoudre un probleme d’optimisation.

e Modéliser et résoudre des problemes issus de situations diverses.

F http ://tetramath.jean-luc-goffin.be/degre2

3.0 Prérequis

1. Effectue et reduis les termes semblables.

(a) 2z+1
(o) (22 —a).(2a — 3x)

)

). -
@ (o-1) (32
@5.(5-2) -2 (5+4) -

(e) 3.(x—2)+5.(x+1). 2z —3) =
(f) 2z —(z+1)]—2.(x —2).(x+3) =

3z —2) =

2. Reconnais le (ou les) produits remarquables a utiliser, effectue ensuite
la formule et reéduis les éventuels termes semblables :

(a) (2a+3b)° =

(b) (3z—4)° =

(€ (z—2).(z+2) =

(d) (3k+2).(3k—2).(9k>+4) =
(

6223 — 3az)” =

(e)
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(f) (—2a+1

a a
0 (52)(52)
(h) 20% — T2?)" =

(-
(i) (—=5c+2a).(2a+ 5¢) =

(j) (22 —3y). (3 +2y) + 2. (z —y)* =
(k) (5y — 61). (5y + 6x) — (—3y + 21)° =

3. Factorise le plus finement possible les expressions suivantes :

(a) 3zy + 3wz =

(0) 36zy* + 92y — 2Txy =

(C) 4a® —25b* =

(d) (—1).(z+2)+(x—1).(z+3) =
(€) 2* — 16z =

(f) 2z +3)* —49=

() 22 +9=

(h) (Tx+6).(3z—5)— (3z—5) =
(i) 422 — 287 449 =

(j) (z—1)° =2z -3)" =

(k) 12ab — 15b* + 24ay — 30by =
(L) 22° + 522 — 20 — 5 =
(m) 52* —202% =

(n) z* —16 =

(0) 22 — 222 — 9z + 18 =

(p) 4.(x—1)=3.(x—1)° =

(Q) 3a.(x—4) —2b.(4—x) =

(r) 2®.(a—b)+4.(b—a) =

(s) 4a3 —122% 4 9z =

(t) 22-7).(zr+4) - (dz+1).(4d+2)=
(U) 32> +5zx+2=

(V) 22° + 722 + 22 — 3 =

(W) 227 — 82° — 1 + 422 =

(x) 2z* —102® + 1622 — 8z =

(y) 2° — 192 + 30 =

(z) 22* — 2% — 1922 + 92 + 9 =

11
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3.1 Fonctions du deuxiéme degré

= & :
Dans le chapitre 2, nous avons vu que

b A
A .

1. Le passage de f (z) =22 a g (x) = a(z + p)° se caractérise par

une translation horizontale de -m unités

.
’

suivie d’'une deformation verticale de coefficient |a
si a est negatif, la déformation est composee

avec une symétrie d’axe horizontal.
(z;y) = (z — p;ay)
2. La courbe obtenue s’appelle une parabole.

3. L'axe de symétrie, axe des ordonnées (y) pour la fonction z?,

devient la droite verticale d’equation z = —p.

http ://tetramath.jean-luc-goffin.be/fonctions (Avec x?3)

Et bien, c’est presque tout ce qu'il faut savoir.
Prenons une quelcongue fonction du deuxieme degré :

212 + 47 — 1.
Je vais essayer de l'écrire g (z) = a (z + p)

2
- _

Ecris la justification a cote de chaque ligne.

207 + 4z — 1 = 2. (2% + 2z — )

2. (2" +22—3)=2. (2 +2z+1—2)

2. (a2 +22+1-3)=2. (" +2z+1) — 3

2. (22 +2x+1)—3=2.(x+1)°-3

J'ai bien obtenu ¢ (z) = a (z +m)® sauf qu'il y a —3 a la fin du calcul.

1. Le passage de f(z) =22 a g (x) = 2(z+ 1)* — 3 se caractérise par
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une translation horizontale de —1 unite

suivie d'une deformation verticale de coefficient 2
puis d’une translation verticale de -3 unités.

2. La courbe obtenue est une parabole.
3. L’axe de symétrie est la droite verticale d’équation z = —1.

Pour tracer cette fonction, cherche son sommet et quelques points syme-
triques, comme dans le chapitre 4 :

http ://tetramath.jean-luc-goffin.oe/geometrie (Parabole)
z|-4]|-3]-2[=1] 0 |1]|2
y| 155 |-1]=3|-1]5]15
y=2x2+4xi1 7T
|

Comme a > 0, je n’ai pas du faire de symétrie d’axe Oxz.
La parabole est souriante. Autrement dit :

v -1
202 +4r — 1 ‘ Ny ‘ m ‘ ya

Sia <0, le tableau de variation serait :
| —5 |
2a

f@l A M N
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A toi!
Représente les fonctions du deuxieme degré suivantes,
avec axe de symeétrie, sommet et tableau de variation.

Oups! J'oublie un « petit » théoreme :

2
f(z)=az’+br+c=a. <x—|—2i> +v
a

Ce qui donne = = 5, comme axe de symétrie.
a

IL faudra voir ca dans «a retenir »...

Exercice

Représente les fonctions du deuxieme degré suivantes,

avec axe de symétrie, sommet et tableau de variation.
L f(x)=a*>—4x+3
2. f(x)=2a%-25
3. f(z) =32 —9x
4. f(x) = 42* + 20z + 25
5. f(x) = —2?+ 5z — 4

2

6. f(x):%+2:z:+4

3.2 Fonctions du deuxiéme degré, le retour

Voici 8 graphiques de fonctions du second degré.

Lequel correspond a f (7) = —a? + 22 + 27
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6 5 4 -3 2 -10

-4 -3 -2 -10

/I
/ 0
1

4 3 2 10

-6 5 -4 -3

~ © [t} < el o~ -

8 7 6 5 \4 -3 2 10

I ) 7/

4 -3 -2 10

6 5 -4 -3

Pour f (z) = —2° + 22 + 2,
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a <0
b

—5 =
et La fonction contient Le point (0; ).

(visualise I’axe de symeétrie)

Il s’agit donc du graphique

Exercices

1. Avec les mémes dessins, associe a chaque fonction du second degré le
graphique qui lui convient

(@) f(v) = —a® + 22 +2

212 — 8z

:—%xQ—x—Q
:%x2—|—2a:—1
(h) f(z)=—-22"4+z+1

2. (Ex 22) On considere la parabole obtenue comme le graphe de la fonction
f définie par f (x) = 362 — 222 — 34.

Le sommet est-il un point maximum ou minimum ? Son ordonnée est-elle
positive ou négative ?

3. f(x)=2>+bx+c

(a) Détermine b et c pour que = = 2 soit axe de symétrie et que la
fonction contienne le point (0; 3).

Trace ensuite la fonction.
(b) Détermine b et ¢ pour que (1;2) soit le sommet.

Trace ensuite la fonction.

4. f(z) =ax®* —x+c
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(a) Détermine a et ¢ pour que = = 2 soit axe de symétrie et que la
fonction contienne Le point (0; 3).

Trace ensuite la fonction.

(b) Determine a et ¢ pour que (1;2) soit le sommet.
Trace ensuite la fonction.

(c) Détermine a et ¢ pour que (—1;1) soit le sommet.

Trace ensuite la fonction.
5 f(x) = ax® + bx + 3
(d) Détermine a et b pour que (1;4) soit le sommet.

Trace ensuite la fonction.
(e) Determine a et b pour que (—1;1) soit le sommet.

Trace ensuite la fonction.

6. Un papa a filmé avec une caméra numérique son fils en train de lancer
un ballon de basket. En regardant cet enregistrement avec arréts sur
image, il recueille les données du tableau ci-dessous.

Reporte ces données dans un repere puis détermine une fonction qui
modélise le phénomene observe.

Compare ensuite les hauteurs calculées a l’aide du modele aux hauteurs
mesurées.

Temps en seconde 0(01/0,2}0,3]0,4]0,5/10,6/0,7]0,81]0,9

Hauteur du ballon en cm | 84 | 121 | 149 | 167 | 175 | 174 | 163 | 143 | 114 | 75

7. Voici 4 fonctions du deuxieme degre. Determine f(x).

A B

[

4

3
2 2
A

1

4 3 2 10\ 1 2 3[4 5 6 7 8 4 3 2 4o 1 2 \3 4 5 6 7 8
-1 =

=2 -2

-3 =3

-4 -4

-5 =5

-6 -6
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w S (¢, [} ~ © ©
N

1 -4

-4-3—2—10\i/45678
-1 -6

3.3 Equations et inéquations du deuxiéme degré

Incursion

Une équation du deuxieme degré a la forme ax? + bx + ¢ = 0.
Avec f (z) = ax® + bz + ¢, cela revient a f (z) = 0 ou encore

y = 0 sur son graphique.

. flx) = 4 x>+ 20204 25 .
202918 @1

- N w EN o o ~ ® ©

43210\/3456
-1
-2

) =~ 16z 210 B 7 % 5 4 B L2 1o 12

Qbserve les 3 graphiques ci-dessus.
Dans le premier, y # 0. Il n'y a pas de solution.
Dans le deuxieme, y = 0 une fois. Il y a une solution.

Dans le troisiéme, y = 0 deux fois. Il y a deux solutions.

C’est la méme chose pour
tous les graphes d’une fonction du second degreé.
L'observer, c’est bien, mais peux-tu le demontrer ?
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Résolution de l’équation az?> + bz +c =0

Rappel

f(z) =ax*+br+c
peut se reécrire sous la forme

f(x):a<:c+2£>2+v

a
et méme (« A retenir » section 5.1) :

b\? dac—1b?
f(x)—a(xﬁ—%) +T
b2 dac — b?
= 0 devient d — ] = -
f () evient donc a (:z: + 2a> ™
ou encore + b\" _ b= dac
u rT+—| = ——
2a 4a?
Si b2 — 4ac < 0 Si b —dac=0 Si b2 — 4ac > 0
b —b+ Vb2 — dac
T = —— xr =
2a 2a
Il n'y a pas de racine. Il y a une racine. Il y a deux racines.

Il suffit donc de calculer b> — 4ac pour separer les trois cas.

On dit que b> — 4ac est le discriminant ou le réalisant.

Notation : p = b* — 4ac.

Exercice

1. Résous les équations suivantes

(@) 2> +5x+6 =0
(b) 22 — 62 +8=0
(c) > +zx—-1=0

(d) 922 + 242 + 16 =0
(e) 222 + 3z +4 =0
(f) 422 = 162

(g) 182> +3x —1=0

85
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(h) 22—-5=0

(i) —2°+2x+5=0

oo T 3
Z_Z=0

(j) = +4 S

(k) —2°—0,3z+0,4=0
1) 22 ==

(m) —2%2 —25=0

(n) o+ 62> =1

(0) 36x + 12 = 62> — 6
(p) 22 —2v224+2=10

2. (Ex 25) Resoudre l’equation z = /1 ++/1 + z.

Résolution d’équations incomplétes

Dans l’exercice précédent, nous avons rencontre
472 = 16x (f)

2> —5=0 (h)

2=z (l)

—22—25=0 (m)

Ce sont des €quations incompletes :

Avec 0 dans le membre de droite,
il n'y a que deux termes dans le membre de gauche.

42 — 162 = 0 (f)

2 —x=0(l)
Toutes ces equations peuvent se résoudre en faisant tres peu de calculs.

(f) 422 — 162 = 0 (h) 22 —5=0 W z2—z=0 (m) —22—25=0

dr.(x —4)=0 z? =5 r.(x—1)=0 —z% =25

dr=00u (x—4)=0| 2=+V5 |2=00u(z—1)=0 r? = —25

r=0ouxr =4 r=0oux =1 Pas de solution
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Exercice

3. Résous les équations suivantes

(@) 52> +1=0
(b) x? =81
(c) 72> =3z
(d) 422 -3 =0

(e) 1222 —27 =0

(f) 722 + 92 =0

(g) 121 — 4922 = 0

(h) (z+3)°=5

(i) (2—2)°=9(x—2)
() z22—10=0

k) (z—974+1=0

(1) (4o —17)* =0

Signe d’une fonction du second degré
Rappel : signe d’une fonction

Le signe d’une fonction est le signe de ses images.

Les images se trouvent sur l'axe vertical, qui est orienté vers le haut.
Ainsi, lorsqu’une fonction est positive,

son graphique se trouve au-dessus de l'axe des x.

Lorsqu’une fonction est négative,

son graphique se trouve en dessous de l'axe des X.

87
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Cette fonction est négative pour x<8 et positive pour x>8.

Pour une fonction du second degré, voici les 6 cas :

10
1 L 4
bal 9
I
2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
-1
7
=2
6
=3
5
-4
4
=5
3
-6
2
-7
< 1 4 -3 -2 -10
-8 &
L
a 7 6 5 4 3 2 10 'IRREE]
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8 -1.0 1 b /\1
1 € :7 :6
- C’est un peu compliqué, 6 cas,
= & . ,
d’autant que je ne m’appelle pas ’J'ai 6 cas’.
) A ( Simplifions tout ¢a.
A _
Pour une fonction du second degre :
signe de a partout, sauf entre Les racines.
Et ¢a marche!
Exercice
4, Vérifie pour les 6 cas.
Nombre de racines | signe de a signe de f(x)
2 + + 0] - 0 +

Exemples

o Etudions le signe de 72+ 5z + 6.
51 __ -3
2 -2

p=20—46=1 2racines:
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90
a>0

X 3 | -2
?2+5c4+6) + | e | - | 0 [ +

o Etudions le signe de 222 + 3z + 4.
p=9—48=—-23 pas de racine
a>0

x |
207 + 3z +4 | +

o Etudions le signe de —z% + 4z — 4.

—4
p=16—-44=0 1racine:—2:2

a<o0

Exercices

5. Dresse le tableau de signe de

(a) 22 — 6z + 8
(o) 22 +2—1

(c) 922 + 242 + 16
(d) 4z% — 162

(e) 1822 + 3z —1
(f) 22 -5

(@) —2®>+2x+5
mwﬁ+§—§
(i) 2 — o

(j) —x*—25

(k) 22 — 222 4 2
(1) —2%+6x —9
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(m) 22 + 2+ 8

0. étudie et représente la fonction f (y compris le signe et les intersections
avec les axes).

@) f(x)=—2%+ 6x — 10

(o) f(x)=—42>+9

(c) f(z) = —42® + 4z + 3

(d) f(z) =222 =55+ 1

(e) f(x)=—-32>+2x+1
322

1
(f) f<x>:7+3$+§

7. (Ex 21) On considere l'ensemble A des nombres réels a pour lesquels
l'expression

a’> — 9 — a — 3 est strictement positive. Quel est l’ensemble A?

Inéquations du deuxiéme degré
La résolution d’inéquations fait apparaitre des ensembles

contenant une infinité de nombres.

Voici un petit rappel.

Exercice

8. Complete le tableau
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Intervalle | Inegalitée(s) Signification

1) | ]-1;5]

2) -8 <z <1l

3) Ensemble des reels inférieurs a —5

4) | ]-1;8]

5) -1 <x<3

6) Ensemble des réels inférieurs a —1 ou
SUperieurs ou €gaux a 6

7) | ]—2; +o0]

8) T <7

Exemples

Résolvons
o 12 +2r <3

2> +2r—-3<0

I N N R B
x2—|—2x—3‘ ‘ 0 ‘ ‘ 0 ‘
Solutions :

ez.(x—6)>2 (z—28)
2 —6x > 2x — 16

22 —8x+16 >0
I B B
22 — 81+ 16 | B
Solutions :
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Exercice

9. Résous les inéquations suivantes.
(@) —z? >z — 12
(o) 2522 < 49
() 22 —V3x+1<0
d) 4 — 22 < a2?2—22
(e) 9— 2% > 2%+ 3z
(f) 22 +1>9 —2?
(9) 2z > 22% — 2z

(h) 22 —x+1<2x®—3x+2

3.4 Factorisation du trindme az? + bz + ¢

Somme et produit des solutions de I’équation du second degré
Propriété (théoréme de Viéte)

Quand p > 0, les deux solutions z;, et z, de l’équation az? + bz + ¢ = 0 on
pour

esomme S =11 +1xy=——
a

e produit P = x1.09 = —
a

Utilisation pour vérifier les solutions

Résoudre l'équation 522 + 6z 4+ 1 = 0.

Solutions :
b
Somme des solutions : Est-ce bien ——7?
a
c
Produit des solutions : Est-ce bien — 7

a
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Factorisation de az® + bz + ¢

Synthése

a
Factorise —

N\

Exercices

p>0|ar’+brx+c=a. (v —mx1).(r— 22

p=0 ar? +br+c=a. (x — 1)

p<0/| ax®+br+ c estinfactorisable.

. —b+

Ou xLQ — 2—\/ﬁ
ou 7 = —ﬁ
xl 2a

1. Factorise, sans oublier la mise en évidence et les produits remarquables.

(@) 2 — 3z + 2

(b) 62> + 52 —6

(c) 8z° + 622 — 5x — 3

(d) 22— 9

(e) 222 — 4x

(f) 422 — 20x + 25

(9) 1023 — 322 — 162 — 3

2. (Ex 21) Considérons la parabole dont une portion est représentée ci-

dessous.

\

Quelles sont les coordonnées du point d’ascisse 10 sur cette parabole ?

3. (Ex 22) Considérons l’équation suivante en X :

(az)® — (az

) +ax =0

Pour quelle(s) valeur(s) réelle(s) de o existe-t-il des solutions autres
que = = 0 pour cette équation?



Chapitre 4

Statistique

Table des matiéres

Objectifs

CONNAITRE
e Expliquer le vocabulaire statistique.

e Identifier les différents types de caracteres statistiques et décrire les in-
formations graphiques et numeriques qui peuvent y étre associees.

e Expliquer pour quels usages sont requis les indicateurs de position (valeur
centrale) ou de dispersion.

APPLIQUER
e Exploiter la relation entre effectifs, proportions et pourcentages.

e Calculer ou estimer les indicateurs de position et de dispersion et les
positionner sur un graphique.

e Construire différents graphiques statistiques.
TRANSFERER
e Critiquer des informations graphiques, numériques, textuelles, ...

e Interpréter un résultat obtenu en lien avec le caractere €tudi€ et le contexte,
en particulier la moyenne et l'écart-type.

95
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4 http ://tetramath.jean-luc-goffin.be/statistique

4.0 Prérequis

La moyenne de 3, 5, 10 et -6 est 16 | 5/0(|3]|6

La moyenne de 0, 2, 7 et -9 est l6 | 5(0(3 |6

1. La moyenne de 3, 3,3,5,5,5,5,7, 7et 7est |16 5|0 |3 |6
Le calcul 3'3+71'85+8'8 donne 16 5/0(3|6

2. (Ex 23) Voici un graphique représentant le taux d’acces a l'enseigne-
ment supérieur des hommes et des femmes ayant obtenu un dipléme
de secondaire.

100% +
90% + [ université
80% T supérieur hors
0% 1
60% T
50% T
0% 1
30% T
20% T
10% +

université

33% 32%

hommes fermmes

Supposons que parmi les personnes ayant obtenu leur dipldbme de se-
condaire, 60 % sont des femmes et 40 % des hommes.

Que vaut le taux d’acces (en %) a l’enseignement supé€rieur hors univer-
sité parmi les personnes ayant obtenu un dipldéme de secondaire ?
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4.1 Tableau brut - tableau ordonné

Incursion

A |

Ecris la taille de tous tes condisciples, sans leurs noms, par discrétion!

Le résultat est un tableau brut, tres brut méme, puisque ce n’est méme pas
un tableau.

C’est le résultat d’une (rapide) enquéte, noté sur le vif.
Il y a trop de mesures pour les considérer individuellement.

L'objet de la statistique descriptive est de représenter sous forme de gra-
phigues et de résumer a l'aide de quelgues nombres significatifs les infor-
mations disponibles.

Ce résumé entrainera donc une perte d’information.

Avant de faire un graphique ou une moyenne avec les tailles de tes condis-
ciples, il faut y mettre un peu d’ordre.

L’ensemble des éleves concernés s’appelle la population.

S'il y a des absents le jour du recensement des tailles, on dit qu’ils ne font
pas partie de l’échantillon.

Si I’on mesurait la masse des colis postaux au départ du centre X, on parlerait
aussi de population.

Chaque €lément de la population est un individu.
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Tableau ordonné

A .

Classe | centre | effectif | fréquence | Effectif cumulé | Fréquence cumulée
150,153 | 151 6 7.5% 6
153:156[| 154 71 8.75% 13
156,159 | 157 6 7.5% 19
159;162[| 160 3
162;165[| 163 10
165,168 | 166 16
168,171 | 169 2
171174 172 3
[174;177] | 175 7

Total 80

Remarque que les classes ont €té choisies de sorte que chaque modalité
appartienne a une et une seule classe.

Comme un de mes €leves mesure 177 ¢cm, j'ai fermé le dernier intervalle.
Les centres de classe ont €té choisis de maniere pratique.

Le statisticien fait des syntheses, il y a donc perte d’information. De toutes
fagons, aucun éleve de ma classe ne mesure 151,5 cm! Le fait d’attribuer
151 comme centre de la premiere classe signifie que l'on considere que les
6 eleves de cette classe mesurent tous 151 cm.

La fréquence d’une classe est obtenue en divisant son effectif par l'effectif
total.

Comment obtient-on l'effectif cumulé ?

La fréequence cumulée s’obtient en divisant l'effectif cumulé par l'effectif
total.

Exercice

1. Cote d’'un controéle
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Voici les cotes sur 10 obtenues au cours d’un contrdéle de connaissances par
les 112 éleves de 5" année d’une école.

6(8|4|6|/5|7]8|5/6/4]8|9 |58
4|7/4|6|5]|7|10|5|/6|5|4| 8 4|6
9/8/6(8|4|7|7|5/4|5|6|6 6|1
4187|447 3 |5/8|8[4| 3 |6|5
3|6/4|2|7|6|10|6|7|8|9|6 |71
5|/4|/5/6|5(4]9 8/4|2|3|6 (24
17|7/9|5|7|5]8|2[3/7(4]9 |7]|6
2/5/6/6|1(3|1|3|5/4|6|10|5 2

Indigue la population, un individu, I’échantillon, le caractere,le type de ca-
ractere, les modalités.

Dresse ensuite le tableau ordonné.

Donne la valeur de ng =

fs =

4.2 Diagrammes et graphiques

Caractére qualitatif (pour mémoire)

Voici l’état civil (Marié, Célibataire, Veuf, Divorcé) de 50 personnes.

Modalités z; | Effectifs n, | Fréquences f,
C 15 30%
M 22 44%
\' 8 16%
D 5 10%

Total : n =50 Total: 100%

Les graphiques privilégiés sont le diagramme en batonnets et le diagramme
circulaire (camembert).
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Diagramme en batonnets

Diagramme circulaire

50 | Fréquences
45]
40]
35]
30]
25]
20/
15]
10]

5]

0] Etat civil

C M v

D

Caractére quantitatif

On réalisera genéralement un diagramme pour les fréquences (ou effectifs)
et un diagramme pour les fréquences cumulées (ou effectifs cumulés).

Effectifs

Fréquences cumulees

Modalites simples

Diagramme en batonnets

Graphique en escalier ou polygone

Classes

Histogramme

Polygone

Exemples

Diagramme en batonnets

Reprends le tableau ordonné de l’exercice.

Effectifs
20 |

18|
16|
14|
12|

10|

Cotes

o 1 2 '3 4

s 6 7 '8 9 10

Diagramme en escalier
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| Effectifs cumulés
120

108
96
84|
72]
60|
48]
36
24

12]

Cotes

Jo 71 T2 T3 s

.5 '6

7

'8

‘9

10

101

Pour le polygone des fréquences cumulées, l’abscisse est l'extremite de la

classe.

C’est un choix logique mais conventionnel.

4.3 Indicateurs de position

Le but de la statistique descriptive est d’obtenir un résumé, une synthese,

d’un ensemble etendu de mesures.

Quoi de plus résumeé qu’un seul nombre ?

C’est le cas des indicateurs de position.

Un indicateur de position nous donne une idée du centre de la distribution,

c’est-a-dire d’une valeur autour de laquelle les données sont reparties.

A |

Le mode est la modalité la plus fréquente. S'il s’agit d’une classe, on prend

son centre.

Le mode peut ne pas &tre unique.

mode

Taille des eleves

Cote d’un controéle

Iétat civil
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La médiane est la modalité telle que la moitié de la population ait une mo-
dalité inférieure.

Cela n'a de sens que pour un caractere quantitatif!
Pour la médiane, rien de tel que le polygone des fréquences cumulées.
Voici celui de la masse de colis postaux (en kg),
110%

100%

90%

80%

70%

60%

5006

A40%

Fréquences cumulées

3084
2004
184

0%
1.4 15 1.6 17 1.3 1.9 2 2.1 2.2

Pratiguement

Prends la droite horizontale F; = 50%.
Elle rencontre le graphique en un point dont x est... la mediane!
1,77 kg environ.

Cela signifie que 50% des colis postaux pesent moins de 1,77 kg (et 50%
pesent plus).

Et la moyenne?

Vérifie les résultats suivants a l'aide d’un logiciel.

Si tu ne sais pas le faire, lis la section 6.
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moyenne

Taille des éleves

Cote d’un controle 5,6

En multipliant la moyenne par l'effectif total, on obtient la somme des mo-
dalites.

4.4 Indicateurs de dispersion

Un indicateur de position resume une serie statistique par un seul nombre.
C’est souvent un resume ... trop resume!

Par exemple, voici les cotes obtenues (sur 20) a trois contrdles par Sabine
et Benoit :

Sabine 9 10 11
Benoit 0 10 20

Ces deux séries ont la méme moyenne (a savoir 10) et la méme médiane (a
savoir 10). Cependant, elles different radicalement ; la seconde série parait
plus dispersee que la premiere qui semble plus groupée autour des valeurs
centrales.

Plus les résultats sont dispersés, plus l'indicateur de dispersion est grand.

A chaque indicateur de position est associé un indicateur de dispersion qui
précise comment sont réparties les mesures autour de cette valeur centrale.

Indicateur de position | Indicateur de dispersion
Mode Etendue
Moyenne Iécart-type

Médiane Ecart inter-quartile

Etendue (pour mémoire)

La premiere idée qui vient a l'esprit est la différence entre la plus grande et
la plus petite mesure : c’est l’étendue.

Elle n'a de sens que pour un caractere guantitatif.

L'etendue est l'indicateur de dispersion associe au mode.
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mode | etendue

Taille des eleves

Cote d’un controéle

Ecart inter-quartile (pour mémoire)

Passons a la mediane.

Reprenons les colis postaux.

1.05
F 1
0.95
0.9
0.85
0.8
0.75
0.7
0.65
0.6

0.55

0.45

0.4

0.35

0.3

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05
0

médiane

1.3 14 15 16 17

18 1.9 2

21

22
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La mediane, 1,77 signifie que 50% des colis postaux pesent moins de 1,77

kg.

Combien de kg faut-il pour que 25% des colis en pesent moins ?

Combien de kg faut-il pour que 75% des colis en pesent moins ?

Ce sont les quartiles (), et Y3, parfois appelées Q1 et Q.

L'écart-interquartile est la difference des deux.

mediane | Q. | Qs | €cart interquartile
Taille des €eleves
Colis postaux 1,77 | 1,67 | 1,88
Cote d'un controéle 5,3

Remarque

Il faut, bien entendu, un caractere quantitatif.
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Ecart-type
Ecarts a la moyenne

Pour associer un paramétre de dispersion ala moyenne 7, nous allons calculer

les écarts entre chaque valeur (ou centre de classe) avec la moyenne : z; —7.

ni. (1 — ) +ng. (22 —T) + ... +np. (T, — T)
n

Si nous en faisons la moyenne :
donne 0!

, cela

La raison en est qu’il y a des écarts positifs et négatifs, ce qui entraine des
compensations. Ce n’est donc pas un bon parametre de dispersion.

Variance

Pour eviter cela, faisons les carres des ecarts : (z; —E)Q

(2 =T ng. (2 —T) + o+ 1y (2, — T)°

n
un bon indice de dispersion appele variance et note V.

. n
et faisons-en la moyenne: , celadonne

La variance a toutefois un défaut : son unité. Pour la taille des €leves, cela
donne des cm?, pour les colis postaux, des kg?, ... Ce n'est pas pratique!
Ecart-type

La solution est toute simple : prendre la racine carrée positive de la variance :

c’est l'écart-type.

L'écart-type est le parametre de dispersion associ€ a la moyenne.

Exercices

1. Complete

moyenne | €cart-type

Taille des eleves
Cote d’un contréle 5,6

2. (Ex 21) On considere la série de données suivantes : 2: 4:6: 8

(a) Calculez-en la moyenne et exprimez son écart-type.



106 CHAPITRE 4. STATISTIQUE

(b) On ajoute une donnée a cette série. Parmi les données ci-dessous,
quelle est celle qui fera diminuer l’écart-type?

0 5 8 9

3. (Ex 22) Vous obtenez un ecart-type pour une série de vingt donnees.
Apres véridication, deux de ces donnees paraissent erronées. On les
retire de la série et on recalcule l'écart-type.

Comment va €voluer le nouvel €cart-type sur les dix-huit données par
rapport a l’ancien €cart-type sur les vingt données?

4. (Ex 24) Etant donné un nombre réel x, on considére les deux séries
statistiques suivantes :
Serie 1 : X-2; X-1;x; x+1; x+2
Serie 2 : X X+1: x+2: x+3: x+4

Comparez les écarts-types des deux séries.



Chapitre 5

Géométrie analytique plane

Table des matiéres

Objectifs

CONNAITRE

. Représenter un vecteur dans le plan.

APPLIQUER

e Construire la somme de deux vecteurs.

e Représenter un multiple de vecteur.

e Décomposer un vecteur selon deux directions données.

e Rechercher les équations vectorielle et cartésienne d’une droite.

e Rechercher une €quation d’une droite comprenant deux points, comprenant
un point et de direction donnée.

e Rechercher une intersection entre droites.

TRANSFERER

e Verifier une propricté géométrique €lémentaire par une méthode analy-
tique.

107



108 CHAPITRE 5. GEOMETRIE ANALYTIQUE PLANE

F http ://tetramath.jean-luc-goffin.be/geometrie

5.0 Prérequis

, . , _ { 20 + 3y = —4

Resous le systeme d’equations .
rT—2y=>5

Le but est que ces deux €quations soient simultanément vraies.
La premiere est vraie si z = —2 et y = 0, ce qui se note (—2;0),
Mais la seconde est fausse (—2=5)!
La seconde est vraie six =5 et y = 0, ce qui se note (5;0),
Mais la premiere est fausse (10 = —4)!
Pour ne pas perdre notre temps,
nous allons utiliser la méthode des combinaisons.
Il s’agit de remplacer la premiere équation, trop compliquée,
par une somme de multiples des deux €quations.

Tu peux utiliser n'importe quels multiples, mais l'intérét est d’obtenir une

equation simple, par exemple sans X.

Si la premiere équation reste inchangee (x1) et la seconde multipliée par -2

en les additionnant les x disparaissent!

2 3y=—4 1 2 — 2 . A

Ty (22 — 2z) Il faut faire la méme chose avec les y :
rT—2y=>5 —2 rT—2y=>5

3 4 . Ty =(—4—-10

(By +4y) et avec les termes independants : y=( )
rT—2y=>5 rT—2y=>5

v = et il reste a remplacer dans la seconde equation :

r—2y=>5 r—2.(=2)=5

Nous obtenons la solution (1; —2).
Tu peux la vérifier.

y=2x+7

Reésous le systeme d’équations .
y=-—-x+1
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La methode des combinaisons fonctionne. En voici une autre :
—x+1=2z+7 —3r =26 r=—2
= =
y=—x+1 y=-—-x+1 y=2+1
Nous obtenons la solution (—2;3).
Tu peux la vérifier.

Exercices

1. Résous les systemes suivants par la méthode des combinaisons.

G){ —3y:—3
r—4y = —

2r+y=

{
{

(o)

br — 2y =
(c) V=
3r — 4y =

2. Résous les systemes suivants par substitution.
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(Ex 21) Ma voiture consomme 6 litres de carburant par 100 km lors de
trajets en ville et 4 litres par 100 km lors de trajets hors ville. Le
tableau suivant fournit le récapitulatif des distances, exprimées en km,
parcourues en ville et hors ville lors de trois trajets, notés 1, 2 et 3.

En ville | Hors ville

Trajet 1 | x km 300 km

Trajet 2| 5 km y km

Trajet 3| 15 km 200 km

Ma voiture a consommeé 42,4 litres de carburant pour effectuer les trois
trajets et 32 litres pour effectuer Les parties hors ville des trajets 1 et
2.

Que valent x et y?

. On considere le systeme

ar +by =c . _ ,
ou les inconnues x et y sont des nombres reels

—ax +dy = —c
et ou les nombres réels a, b, c et d sont non nuls.

Combien de solutions admet ce systeme?

. Etant donne un parametre 3 réel, on considere la systeme suivant :

1+ py=1

Combien de solutions admet ce systeme?

{ﬁx+ﬁy1

. La translation Q? est la translation qui applique le point () sur le point

P.

Construis les figures demandées.

(a) Le segment [ P] et son image par la translation .
(b) Le segment [QR] et son image par la translation Cﬁ’
(c) L’'image du cercle C par la translation .

(d) L'image du point S par la translation ?

(e) L'image du point T par la translation —?.

(f) L'image du cercle ¢ par la translation .

(g) Trace les segment [PS], [SS'], [P'T] et [TT].
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—
u

=l

lwi

5.1 Points et vecteurs

Un vecteur est formé de deux points et un ordre.
Ve H
Ainsi, Les points A et B definissent les vecteurs B et BA.

A est l'origine du vecteur 1@; B en est 'extremite.

4
B
3
—_
3 A
1 A
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Dans le dessin ci-dessus, le vecteur va de A (2;1) a B (7;3).

Il faut donc ajouter 5 a la premiere coordonnée de A
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et 2 a la deuxieme coordonnée de A pour obtenir B.

(5;2) sont les composantes du vecteur AB.

Les composantes du vecteur /@ sont les nombres qu'il faut ajouter aux
coordonnées de A pour obtenir les coordonnées de B.

Autrement dit, les composantes du vecteur /@ sont (zp — TA;YB — YA)-
La distance entre A et B peut étre obtenue par le théoreme de Pythagore :

[AB] joue Le réle de I’hypotenuse et les cotes de L’angle droit sont paralleles
aux axes.

Cela donne : |[AB|* = 5% + 22

|AB| = /29

La distance entre A et B est appelée la norme du vecteur 1@

Détermine les composantes et la norme des vecteurs 1@ et Alé

Les vecteurs AB , AC et AD ont la méme
Pourtant, 1@ et f@ n‘ont pas la méme

@ et 1@ ont la méme direction mais n’ont pas le méme
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Celui-ci est vraiment nul!

Le vecteur dont l’extrémité est €gale a l'origine est appelé vecteur nul.
Il se note 1?4 ou 6>

Ses composantes sont (0;0).

Sa norme est 0.

Il n"a ni sens, ni direction.

Le vecteur existe aussi en version hybride

Prenons le vecteur ¥ de composantes (4; —1).

Son job est d’ajouter 4 horizontalement (z) et —1 verticalement (y).
Et ¢a marche avec n‘importe quel point!

Pour me simplifier la vie, je l'ai tracé avec origine (0;0).

Trace-le avec les points A et B comme origine et le point C comme extrémite
(3 vecteurs).

7
C
60
5
4
B
3 3
2
A
1 o
-6 -5 4 -3 -2 -1 0 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
-1 v
=2

Deux vecteurs qui ont les mémes composantes sont égaux.
Deux vecteurs @ et @ sont égaux s'ils sont nuls tous les deux ou s'ils ont

méme direction, méme sens et méme norme.

On écrit AB = CD.
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Le vecteur est une notion de geometrie (deux points et un sens) et d’algebre
(composantes).

C’est donc un objet hybride qui n’a pas fini de nous €tonner.

En algebre, il y a des opérations et en geomeétrie des constructions. Etrange...

Propriété

Soient A , B, C et D quatre points du plan non alignés 3 a 3.
ABCD est un parallélogramme
si et seulement si

ou
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Vecteurs opposés

Un vecteur est formé de deux points et un ordre.
Ainsi, les points A et B definissent les vecteurs AB et BA.
— ,
BA est le vecteur oppose de @
, —
ﬁ est le vecteur oppose de BA.
—
On note BA = —/@.

4
B
3
—

5 A

: A
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

D

o -1

Sur la figure, ﬁ = —E.
AD (=5, —2) et AB (5;2).
Deux vecteurs opposés ont des composantes opposees.

Geéométriquement : Deux vecteurs sont opposées lorsqu’ils ont méme direc-
tion et méme norme mais sont de sens oppPoOSEs.

L’opposé du vecteur ¥ sera noté — 1/ .
/ /1:

Vecteurs consécutifs

Deux vecteurs AB et CD sont consécutifs lorsque l’extrémité de l'un coincide
avec l'origine de l'autre, c’est-a-dire lorsque B = C ou lorsque D = A.
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Exercices

1. Détermine les composantes et les normes des vecteurs

2. Donne avec précision la position relative (origine, extrémite, consecu-
tifs, direction, sens, norme) des deux vecteurs donnés.
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a)

b)

—

3. Construis le vecteur égal a U qui est consécutif au vecteur .

117

a) u J D) c) I
- ¥ L
e =
I P
u
d). " .e) M t).
F U
v v
9) h) i) = A
v H i
) L v
u
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4. Voici un parallélogramme et ses médianes.

En utilisant les points indiqués, cite tous les vecteurs €gaux a :
D H c

LEIER
I

5. Dans un repere, A (2;3), B(—4;5), C(=3;—4) et D (5;—1).
(a) Calcule les composantes des vecteurs
AB, BA, AC, AD, BC, DB, CD et BB.

0 Catcue T3] <t |73

6. Si le vecteur AB a comme composantes (—5;2) ,

trouve les coordonnées de
(a) Asi B(—1;3)
(b) B si A(0;4)

7. Dans chaque cas, détermine les coordonnées du point D pour que ABCD
soit un parallélogramme.

(a) A(2;—4), B(—1;3) et C(6;2)

(0) A(— ; %) B(1:-2) et 0(2;1)

5
'3



5.2. OPERATIONS SUR LES VECTEURS 119

5.2 Opérations sur les vecteurs

Le vecteur est un objet a la fois de l'algebre et de la géométrie.

N

Gy -

Relation de Chasles?

B

5
4

ﬁ
3 T

ird
2
A
1
C|

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1

Pour tous points A, B, C,
AB + BC = AC

Cette relation exprime que le déplacement de A a B

suivi du deplacement de B a C donne le déplacement de A a C.

IMichel Chasles, 1793 - 1880, fut le premier professeur de géomeétrie supérieure a l'aca-
démie des sciences de Paris.
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Cette relation est un mélange subtil d’algebre (+ =) et de geéométrie (A B C).
Seul le vecteur permet de faire cela.
On n’additionne pas des droites et on ne fait pas d’'intersection de nombres!

Composantes

Cette relation fonctionne aussi sur les composantes des vecteurs.

AB
BC
AC

Généralisation

Toute operation sur les vecteurs
donne la méme opération sur les composantes.

Les vecteurs ont été inventés pour ca!

Régle du parallélogramme

Si ﬁ et 1@ sont deux vecteurs de méme origine,
AB+ AC = AD ou D est le quatrieme sommet du parallélogramme ABDC.

C D
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Construction de la somme de 2 vecteurs quelconques

Additionne les vecteurs 7 et 7.

Ensuite, additionne les vecteurs U et U de sorte que la réponse soit un
vecteur d’origine D.

Soustraction de deux vecteurs

Soustraire un vecteur a un autre revient a lui additionner son oppose.
T - =7+ (=)
AB —CD = AB + DC
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Multiplication d’un vecteur par un réel

Voici le vecteur ¥ (3; —2).
12

11

10

Puisque les operations sur les vecteurs

donnent les mémes opérations sur le composantes, nous obtenons

37 (9; —6)
—27 (—6; )

1

57( 3 )

Dessine ces vecteurs.

Vecteurs paralléles

Deux vecteurs sont paralleles ssi l'un est multiple de l’autre.

En particulier, le vecteur nul est paralléle a tout vecteur.

15
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Vecteurs paralléles et composantes

Dans un repere du plan, le vecteur @ (z,; y,) est paralléle au vecteur ¥ (2,; )

ssi les composantes de L'un sont multiples des composantes de l'autre.
Si les vecteurs sont non nuls, cela revient a dire que leurs composantes sont
. Ty Ty
proportionnelles : W // 7 «—= £ ="
Yu Yo

Exemple

Les vecteurs U (—1;3) et ¥ (2; —6) sont paralléles car v = —2. %
(2;—6) = —2.(—1;3).

Vecteurs orthogonaux

Definition
Deux vecteurs sont orthogonaux si leurs directions forment un angle droit.

Notation : 7;7

6
5
7
4
3 i
2
1
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Les vecteurs U (2;4) et ¥ (6;—3) sont orthogonaux.
En écrivant leurs composantes comme ceci

(pente d'une fonction du premier degré)

u |

4| =3

X <<

216
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nous nous apercevons que 4. (—3) + 2.6 = 0.

c’est-a-dire .y, + T2, = 0 ou encore Ty. Ty + Yy .Yy = 0

Exercices

1. Additionne les vecteurs qui te sont proposeés.

a ;; R b ; i
M uy
-\"-... //
It
q )
o 3 >
) f
[ > u >
= Y
: «
3\ | Y ; =
7 Ty >
7
1
u /' //?
A ; w
2. Complete les égalités suivantes.
Al B IC| Dl [E G H | L @)

(a)ﬁ: ﬁ
) GD= 10
(c) 07: ﬁ
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) OH =  OF
(e) fﬁ: L4C>¥
f) NE= IE

3. Soit ABCD un parallélogramme, F' le milieu de [AB], G le milieu de
[BC], H le milieu de [CD] , E le milieu de [AD] et I l'intersection des

/S ] 7
/7

Construis :

(a) DH + IF Complete :

() AL+ C1 (@ IB+Cl=C.=D.
(c)ﬁﬁ[—ﬁ (b)fTﬂLﬁz

(@) EI —TA (c) AB— DB =B..

(e) 2HC ) DI + CI = C..

(f) —2ID (e) AD + DB — AC —

(9) Bl +2BD (6 A + DI — 1+ 11 -

(h) 21@—17[}
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4, Détermine les composantes des vecteurs

@ U+
(o) ¥ — 2
() 2u — U
(d) 5% — 37
1 3
(e) 57 — 17
5. Dans le parallelogramme ABC D, exprime chaque vecteur comme somme
de multiples des vecteurs 07 et OJ.

C

O
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(d) BC =
(e) 0—121 =
(f) AC =
(9) ﬁ =
(h) BD —

, , — .
6. Determine les composantes des vecteurs ¢, 7 et E? paralleles au
vecteur 7.

@ (-2 T( ;) T(3 ) a?( ;1>

(b)ﬁ(—%;%) T ) T3 ) @( ;1>

4 : —
1. Determine les composantes des vecteurs t, Vet W orthogonaux au
vecteur .

@T (-2 T(; ) T3 ) w( ;1>

(o) o <—1,1) 7
23

A
N~—
<]
|
w
sl
A~
L
__

8. Le trésor du pirate est enterré dans une ile déserte.

Indiana sait qu’il doit parcourir 3 pas de géant vers le nord, 7 pas de
souris vers l'est, puis 3 pas de souris vers le sud et enfin 4 pas de
g€ants vers l'ouest pour y parvenir.

(a) Ou se trouve le trésor?

(o) Comment y arriver plus simplement (sur le dessin et en frangais
animalier) ?
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Pas de souris

*r—e

Pas de géant

L E—

9. (Ex 21) Dans le plan muni d'un repere, on considere les points A (1;2)
B (z;8) et C'(10;y) tels que 2AB = BC.

Que vaut (z,y)?

10. (Ex 22) On considere quatre points P, Q, S et R formant un parallélo-
gramme tel que P() est parallele a SE et PY est parallele a Cﬁ%

Exprime le vecteur Q?—Z@ comme une combinaison lin€aire des vec-
teurs PS et PR?

11. (Ex 23) Le dessin ci-dessous représente le parallélogramme PQRS (les
droites PQ et SR sont paralleles et les droites PS et QR sont paralleles).

Notons M Le milieu du segment [P, S] et N le milieu du segment [P, (]

Q

P

H Va
Exp%ne le vecteur 2M N comme combinaison lineaire des vecteurs ﬁ
et RS.
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5.3 Equations d’une droite

Incursion

Prenons le point A(—2;1) et le vecteur ¥ (3;2).

Si nous appliquons le vecteur o au point A nous obtenons le point

Si nous appliquons le vecteur 27 (6;4) au point A nous obtenons le point
Si nous appliquons le vecteur 3 (9;6) au point A nous obtenons Le point

Si nous appliquons le vecteur — (—3; —2) au point A nous obtenons le point

. . 1 4 . .
Si nous appliquons le vecteur 57 (3;1) au point A nous obtenons le point

Tous ces points sont alignés!
Pourquoi ?

Parce que deux vecteurs multiples sont paralleles, et comme ils ont tous la
méme origine, leurs extrémités forment une droitez2,

2par un point donné, il existe une et une seule droite parallele a une direction donnée.
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Equation vectorielle d’une droite

Tu viens de tracer une droite a l'aide du point A et du vecteur .
Imagine maintenant un point P qui se proméne dans le plan.
Il est possible que ce point appartienne a la droite, ou pas.

7

6 P

Le point P vert appartient a la droite.

Le point P rouge n'appartient pas a la droite.

Pour le point qui appartient a la droite, ﬁ est un multiple de .

Pour le point qui n'appartient pas a la droite, ﬁ n‘est pas un multiple de

.

Le point P appartient a la droite si et seulement si ﬁ = k..

ﬁ — k. est une equation vectorielle de la droite.
Au départ, A est un point de la droite et le vecteur
o en donne la direction (vecteur directeur).
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Equation paramétrique d’une droite

Reprenons le point A (—2;1) et le vecteur ¥ (3;2) dans le repére donné du
plan.

Le point P qui se promene dans le plan a des coordonnées variables, appelées
(7;9)-

Comme aux opérations sur les vecteurs correspondent Les mémes opérations
sur les composantes,

AP — k.7 devient (x+2;y—1)=k.(3;2)
Ce n’est pas pratique de lire la composante avant le; puis = recommencer
dans le membre de droite et faire de méme aprés le;!

On simplifie : une ligne pour chaque composante!
rx+2 =3k
y—1=2k

r—xy=kux . , _ ,
{ " estun systeme d’equations parametriques de

Y —ya=ky
la droite.
Au départ, A(xza;ya) €st un point de la droite et le vecteur
U (24;y,) €n est un vecteur directeur.

i

Autres exemples

1. Ecrivons des €quations vectorielles et paramétriques de la droite AB,
ou A(3:—1) et B(4;3).
Le vecteur ﬁ(l;zl) est un vecteur directeur de la droite AB.

(a) équation vectorielle de la droite AB : AP = k.AD (k € R).

r—3=k

y+1=4k

En donnant n’importe quelle valeur réelle a k, nous obtenons les
coordonnées d’un point de la droite AB.

Par exemple, pour £ =2, on a P(5;7) qui est bien un point de la
droite.

(b) Iéquations parametriques de la droite AB : {
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2. Les points P(5;—1) et Q(—3;—6) appartiennent-ils a la droite

, . s —2=-3k
dont des equations parametriques sont { v P ?
y —_ =

Nous constatons que P appartient a la droite car

= —3k =—1
= = k=-1
—5 =95k k=-1

Par contre, le point Q n’appartient pas a la droite car

-5 = -3k k::§
< 3 .
—10 = 5k E=—9

A Ve AN 5 N .
k ne peut pas étre egal a 3 et —2 a la fois.

Equation cartésienne d’une droite

Une €quation cartésienne d’une droite peut s’obtenir en €liminant
le parametre k du systeme d’€quations parametriques de cette droite :
r—x4=k.x,

Y —ya=k.y,

1 cas : droite parallele a I’axe des ordonnées (verticale)

Trace d, passant par A(3;—1) et B(3;1).
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Trace un vecteur directeur ¥ ( ; ).

ds a comme équations paramétriques :

Ce qui signifie que = = et que y vaut n‘importe quoi, ce qui est normal
pour une droite verticale!

Une équation cartésienne de cette droite est donc dy =
Des que deux points d’une droite ont comme abscisse 3,
tous les points de cette droite ont comme abscisse 3.

Et un point qui n’a pas l'abscisse 3 est ailleurs dans le plan.

Généralisation

Une droite verticale a une équation de la forme

2¢me cas : droite non verticale

Trace d passant par A(3;—1) et B(1;3).
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Trace le vecteur directeur 7 (—2;4). Il n’est pas vertical car —2 # 0.
x—3=-2k

d a comme équations paramétriques d =
y+1=4k

J'isole k dans la premiere equation et je substitue dans la seconde.
x—3 r—3

La seconde équation me rappelle quelque chose.
J'isole = a droite puis y a gauche.

x —23 e r—3 .

T s a8 T T
YTIT T e
L’équation cartésienne y = —2x+5 est celle d’une fonction du premier degreé
de pente —2.
Cette equation a la forme |y = mx + p |avec m = I,
Ly

Nous voici revenu en troisieme année,
avec une fonction du premier degre de pente m = —2.

Exercices

1. Pour chaque cote du triangle ABC

4
C
3
A
2
1
-1 0 1 3 5 6 7
-1
=2
B

(a) Détermine une équation vectorielle
(o) un vecteur directeur

(c) un systeme d’equations parametriques
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(d) sa pente

(e) une équation cartésienne.

2. Détermine un systeme d’équations paramétriques et une €quation car-
teésienne de la droite contenant les points suivants :

(a) A(2;1) et B(—1;-5)
(o) A(—1;1) et B(1;2)
(c) A(2;4) et B(0;4).

3. Dans chacun des cas, détermine une €quation cartésienne de la droite d

(a) passant par A(1;—4) et admettant le vecteur 7/ (1; —3) comme vecteur
directeur

(b) passant par B(3;5) et admettant le vecteur 7/(0;3) comme vecteur
directeur

(c) passant par C(0;2) et admettant le vecteur 7(—6;0) comme vecteur
directeur

(d) passant par les points A(2;—5) et B(3;1)
(e) passant par les points A(4;—-2) et B(8;-2)

(f) passant par les points A(3;-2) et B(3;7).
4. Dans un repere du plan, on considere les points A (4;1) et B (4; —2).

(a) Détermine des €quations paramétriques de la droite d passant par
ces deux points.

(b) Détermine deux autres points de la droite d.

(c) Représente la droite d.

5. Trace et donne la pente des droites suivantes (aide-toi d'un vecteur
directeur) :
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W e

o

2

w

=

2

(a) d; passant par A(1;0) et B(2;3)
~1;-2) et D(-3;2)
—1:3) et F(3;3)

(
(b) dy passant par C(
(c) d; passant par E(—1;3

(—4;0) et H(—4;-1).

(d) d4 passant par G
6. Determine une équation cartésienne des droites suivantes :

(a) d; de coefficient directeur (pente) 2 et passant par le point A(—1;3)

(o) d, passant par le point B(1;—2) et de coefficient directeur —%

(c) ds; passant par le point C(—6;5) et dont Le coefficient directeur (pente)
n'existe pas

(d) d, passant par le point D(—1;—-2) et de coefficient directeur 0
(e) ds passant par les points E(0;0) et E'(1;-2)

(f) d¢ passant par les points G(—1;2) et G'(—1;5)

(g) dr passant par les points H(—1;4) et H'(0;5)

(h) dg passant par les points I(4;—6) et I'(2; —6).

7. Détermine des équations paramétriques de la droite

(a) d passant par A(2;3) et B(—2;4)
(b) d parallele a d et passant par le point C (—5:6).

8. Soit la droite d définie par le systeme d’eéquations paramétriques d =

— 2k -3
v (k € R).
y=—k+5

(a) Détermine un point et un vecteur directeur de d.
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(b) Détermine les points d’intersection de la droite d avec les axes de
coordonnées.

(c) Détermine un systeme d’équations paramétriques de la droite

. . > . 1 2
perpendiculaire a d passant par le point A (5;—§).

(d) Détermine une equation cartésienne de d et d7, a partir de leurs
systemes d’équations paramétrigues.

(e) Détermine le point d'intersection entre les droites d et dr.

9. Trouve le coefficient directeur (pente) des droites suivantes puis indique
si elles sont verticales, horizontales, croissantes ou décroissantes.

(@) diy=y=—4r+2

(0) dy=3z—4y+5=0

(c) d; passant par A(—3;-2) et B(1;4)
(d) d, passant par A(—2;—4) et B(—2;3)

(e) ds et ds; ci-dessous.

!
S
dg |, P
/|
1 ,/
10 | 2 3 4 | x
dg ,
// 5
7 &

10. Indique si A(—1;5), B(3;2) et C(—5;8) sont alignés ou non.

5.4 Droites paralléles ou perpendiculaires

Droites paralléles

Deux droites sont paralleles lorsqu’elles ont le méme vecteur directeur.
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6
5
4
3
2
1 v
6 4 3 2 10 1 2.3 4 5 6 71
-1
d1 27
2
-3

o7 (3;2)

v5 (6;4)

Dans les équations, les vecteurs directeurs sont multiples (donc paralleles) :
v = 2.7,

C’eut été plus simple de prendre v pour les deux droites.

L EEE—

Et si les droites sont données par des équations cartésiennes ?

di=y=3z+3 my =

NI NI

dy=y=3z—2 my =
Elles ont la méme pente!
Et si les équations sont canoniques ?
d=3x—-2y+6=0
do=3x—2y—4=0

Isole y pour trouver la pente.
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Droites perpendiculaires

Dans le plan, deux droites sont paralleles ou sécantes (un point commun) et,
dans le cas ou elles sont sécantes, elles peuvent étre perpendiculaires ou
obliques.

En résume :

obliques

/(
secantes

/ N\

perpendiculaires
2 droites
distinctes

\ /!
paralleles

N\

confondues

Deux droites sont perpendiculaires lorsque leurs vecteurs directeurs sont
orthogonaux.

vt (3;-2)

v (2:3)

Tp1-Tp2 + Yu1.Yp2 = 3.2 + (—2) 3=0
Les pentes ne sont pas quelconques.
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my = 3
3
mo = B)
’ r 14 7 1
C'est l'inverse de l'oppose : my = ———
my

Intersection de deux droites
Rappels

e Lorsque l’équation ax + by + ¢ = 0 est vraie, le point P (x;y) appartient a
la droite.

Lorsque l'équation az + by + ¢ = 0 est fausse, le point P (z;y) est ailleurs
dans le plan.

e Deux droites du plan sont paralléles ou secantes.

Exemple

20+y—3=0
3r—2y+1=0
Lorsque 22 +y — 3 = 0 est vrai, la point P (z;y) appartient a la premiere

droite et lorsque 3z — 2y + 1 = 0 est vrai, la point P (z;y) appartient a la
seconde droite.

Un tel point est donc un point commun aux deux droites, un point d’inter-
section des deux droites.
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Graphiquement

Par calcul

Détermine le point commun par la methode des combinaisons.

Exercices

1. Détermine un systeme d’équations paramétriques de la droite

(a) d contenant les points A(2,3) et B(1,-1).
(b) d; contenant le point C'(—1;2) et parallele a d.

(c) dy contenant le point D(—2,0) et perpendiculaire a d.

2. Détermine une €quation cartésienne de chacune des droites suivantes.

o 1
(a) dy passant par A(0;0) et parallele a la droite d=y=—=x+ 3

2
NN _ 2 1
(b) dy passant par B(3;4) et parallele a la droite d =y = gaz + H
(c) d3 passant par C(2;—1) et parallele a la droite d = 6z + 3y = 1

(d) d, passant par D(—1;2) et parallele a la droite d =y = —5
(e) ds passant par E(—7;5) et parallele a la droite d =z =1
)

(f) dg passant par F'(—3;2) et parallele a la droite d contenant les points
M (1;3) et N (—2;4)
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(9) d7 passant par G(—3;2) et perpendiculaire a la droite d =y = §+ 1

(h) dg passant par H(0;0) et perpendiculaire a la droite d =y = 3z — 5

(i) dy passant par I(0; —1) et perpendiculaire a la droite d = 4z — Ty +
7=0

(j) dip passant par J(5;1) et perpendiculaire a la droite d =5y — 1 =0

(k) di; passant par K(0;3) et perpendiculaire a la droite d contenant
les points M (1;6) et N (2;—4)

(1) dio passant par L(—1;2) et perpendiculaire a la droite d contenant

les points M (6;3) et N (6;7)

3. Etablis les correspondances entre les deux colonnes ci-dessous (il y en
a exactement 10).

1) la droite d’eéquation y = 3z — 1 A) est parallele a la droite
d’équation y = —2z + 1
2) la droite d’equation y = —2x B) est parallele a la droite
d’équation y = 3z
3) la droite d’equation y = 6 C) est croissante
4) la droite d’équation y = ix +3 D) passe par (0;0)

E) est parallele a l’axe des
abscisses

F) est parallele a la droite
d’équation y = —2
G) est décroissante
H) a comme pente 3

) est perpendiculaire a la droite
d’équation y = —4x — 1

4. Trouve, graphiguement et par calcul, l’éventuel point d’intersection des
droites :

(@) di=6x+4y—5=0et dy=2r+3y+5=0
(b) di=7r+4y+1=0etdy=—-2+3y+7=0
(C) dy=—100+5y—4—0etd=2r—y—9=0
5. Détermine une equation cartésienne des droites suivantes.

(a) a de coefficient directeur (pente) —g et passant par A(—4;1)

(b) b passant par les points B(—1;3) et B/(5;—3)
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(c) ¢ passant par les points C(4;—-1) et C'(2;-1)
(d) d passant par D(3;—2) et parallele a la droite d =y = —3z—1
(e) e passant par E(5:4) et parallele a ¢ =3z —2y =0

(f) f passant par F(0;—3) et paralléle a f passant par les points M(—3;—2)
et N(5;—1)

(g) ¢ passant par G(2:1) et parallele a la droite ¢ =3z +4=0
(h) h passant par H(-3;2) et perpendiculaire a la droite W =y = % +1
(i) ¢ passant par 7(0;—1) et perpendiculaire ala droite / =4z — Ty +7=0

(j) j passant par J(0;0) et perpendiculaire a la droite j' passant par les
points M(1;—2) et N(—1;-8)

(k) k& passant par K(4;—5) et perpendiculaire ala droite ¥ =2+3=0

(1) I passant par L(10;12) et perpendiculaire a la droite /' ayant comme

pente 0.

6. Trouve graphiquement, puis par calcul, l’éventuel point d'intersection
des droites suivantes.
(@) di=y=-3x+2etdy=y=5r—-3
(b) ds=2r—-5y+3=0etdy=4x+3y—1=0
(c) ds=—-4x+6y—1=0¢€et ds=3y=22—15
7. (Ex 23) Dans le plan muni d'un repére cartésien orthonorme, on consi-

dere la droite qui passe par les points (0;16) et (10;0). On considere
également une autre droite passant par l'origine et de pente 3/5.

Que vaut l'abscisse x du point d’intersection de ces deux droites?

8. (Ex 22) Dans le plan muni d’un repere cartésien orthonormé, on considere
les points

A(2;3) B (7;6) C(4;1)

Soit d; la droite contenant les points A et B, ds la droite comprenant
le point C et perpendiculaire a d; et en fin ds la droite d’eéquation Yy =
—2x + 8.

Quelles sont les coordonnées du point d’intersection de d, et ds?
(a) (—2;6)

(b) (—1;5)

(c) (1;6)
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(d) (1;7)

(Ex 24) Dans le plan muni d’un repere cartésien Oxy on considere la
droite d passant par le point (1;5) et parallele a la droite passant par
les points (0;240) et (120;0).

Quelle est l'abscisse de l'intersection entre la droite d et l'axe Ox ?

(Ex 25) Dans le plan muni d’un repere cartésien orthonorme, on considere
la droite d de pente m = /2 passant par le point (—3;v/2) et la droite
d’ perpendiculaire a d et passant par le point (0; 3).

Que vaut l'abscisse du point d’intersection de d’ avec l'axe des abs-
cisses?
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Chapitre 1

Fonctions trigonométriques

Objectifs

1. Représenter sur le cercle trigonometrique un point correspondant a un
angle donné ainsi que ses nombres trigonometriques.

2. Représenter graphiquement les fonctions trigonométriques.

3. Résoudre des equations du type sin(z) = a, cos(z) = a, tan(z) = a en
utilisant la calculatrice, le cercle trigonométrique et les fonctions tri-
gonomeétriques.

1.0 Prérequis

1. Recopie le cercle trigonométrique dans ton cahier.

Pour chacun des points A, B, ... N,

(a) trace l'angle défini par ce point
(o) donne une mesure de cet angle

(c) donnes-en le sin et le cos.

147
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http ://www.jean-luc-goffin.be/trigono

2. Repere les angles qui ont

(a) des sin égaux,

(b) des cos e€gaux.

3. Etudie et représente

(@ f:x—22*—bx—7
) f:o— —22+3x+4

) fix— —a>+x—1

4. La fonction g est une transformee de f (z) = 2°.

Relie la fonction a la transformation.



1.1. MESURES D'UN ANGLE EN RADIANS
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Déformation horizontale de
. T,
coefficient 3 suivie d'une

translation horizontale de —%

unite

Translation horizontale de 3
unites

Translation horizontale de -3
unités

Symetrie d’axe Ox

Déformation verticale de
coefficient 2

1.1 Mesures d’un angle en radians

La longueur du cercle trigonométrique vaut 2.

Pourquoi?

Parce que son rayon vaut 1, et la formule [ = 27r fait le job.

Démarrons du point E et faisons le tour du cercle dans le sens positif.

T2
A
T OLsa=051rad EJO
1 0 2T
3T1/2

J'ai écris les graduations données par mon compteurs aux 4 points (cardi-

naux).
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Avec 2 décimales :

1,57
A
3/14 0) oa=051rad E|O
1 0 6,28
471

Comprends-tu mieux pourquoi o mesure 0,51 radians ?

Exercices

1. Représente sur le cercle trigonometrique les angles dont voici une me-
sure en radians :

(@) a=1,2
(o) B =—2,2
(c) v=2,9

Donne ensuite une valeur approximative du sin et du cos de chaque
angle.

Vérifie a la calculette.

2. Donne une mesure en radians (2 décimales) de deux angles differents
qui ont le méme

(a) sin

(b) cos
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(Ex 21) Considérons le cosinus et le sinus d’un angle a dont l'amplitude
est strictement comprise entre %ﬁ et .

Donne le signe de COS «, de SiN« et compare [COS a| et [sinal.

271

. 3 T
. (Ex 24) Considerons le cosinus et le sinus d'un angle o € } [ (en

radians).
Donne le signe de COS «, de Sin« et compare |COS a et |Sin a.

. . . 3m
(Ex 22) On considere la relation sin(a) = —0,8 ou ™ < a < >

Que vaut tan (a)?

1.2 Angles associés

f

i

Angles supplémentaires

A sin(a)=sin( 1 -0) \ A

Les points A et A’ sont Symétriques par rapport a l’axe Oy.

Ils ont donc la méme ordonnée,
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ce qui signifie que les 2 angles ont le méme sinus.
Ces angles mesures o et ™ — a.
Note la formule dans ton cahier.

Les points A et A’ sont Symétriques par rapport a l'axe Qy.
Ils ont donc des abscisses opposees,

ce qui signifie que les 2 angles ont des cos opposes.

Note la formule dans ton cahier.

Angles opposés

Faisons la méme chose avec l'axe Ox.

Les points A et A’ sont symétriques par rapport a l'axe Ox.
Ils ont donc des ordonnées opposees,
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ce qui signifie que les 2 angles ont des sin opposés.
Note la formule dans ton cahier.

Les points A et A’ sont symétriques par rapport a l'axe Ox.
Ils ont donc la méme abscisse,

ce qui signifie que les 2 angles ont des cos €gaux.

Note la formule dans ton cahier.

Angles antisupplémentaires

Faisons la méme chose avec le centre (0;0).

>

Les points A et A’ sont symétriques par rapport au centre (0;0).

Ils ont donc des ordonnees opposees,
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ce qui signifie que les 2 angles ont des sin opposés.
Ces angles mesures o et 7+ o

Note la formule dans ton cahier.

Les points A et A’ sont Symétriques par rapport au centre (0;0).
Ils ont donc des abscisses opposees,
ce qui signifie que les 2 angles ont des cos opposes.

Note la formule dans ton cahier.

Exercices

Reprenons les valeurs remarquables.

o 07611312
sinao%gél
c05a1§§%0
tanao§1ﬁ|

1. Détermine une graduation en radians des points F, G, H, ...N.
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|2
F T /3
G /4
H /6
T O 0
2T
| N
3 M
K L
3 /2

Calcule ensuite a l'aide d’une symétrie les sin, cos et tan des 9 angles
ainsi definis.

2. Calcule,avec une étape minimum :

1) sm‘:%7T 1) mn(%r) 13) 003(_2%)
2) cos%@ 8) Sz'n%l 14) tan(1—16£)
3) tan(-7) 9) cos3T 15) Sin%

4) sin(—27) | 10) tan(-2) | 16) cos '
5) cos(—%) | 11) sin(—%”) 17) tan(%)

3
117 5% .27
6) cos s 12) tan T 18) sin £

177w
3. (Ex 25) Calcule COS T .
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1.3 sin et cos de l'angle double

Au vu des formules précédentes, il est claire que, en genéral, sin (2z) #
2sin (z) et €cOS (2x) # 2¢€0S (z).

Voici les formules correctes :

sin (2x) = 2sin (z).cos () et

cos (2z) = cos?(z) — sin® (z).

La derniere formule ressemble a la formule fondamentale

1 = cos? (z) 4 sin® ().

En les additionnant, on obtient

cos (2x) = 2cos? (z) — 1.

Il y a donc deux formules pour COS (2x).

Exercices

1. (Ex 22) On considere un angle «, exprimé en radians, qui vérifie les

, , T : 1

inegalites 5 < a < 7 et la relation cos*a —sin*a = 5"
Que vaut cet angle « (en radians)?

2. (Ex 23) Si xz est un angle quelconque, quelle est, parmi les relations
suivantes, celle qui est toujours verifice ?

(a) cos (22) = (cos (z))* — (sin (z))?

sin (z)
(c) cos(22) = 2(cos (2))* —1

(d) cos (2?) =2 (cos (%))2 -1

(o) cos (z?) =2cos (z)

3. (Ex 24) Parmi les quatre expressions suivantes, laguelle est équivalente
a cos* (z) — sin (z) pour tout réel x?

(a) COs (2x)
(b) cos?(x)
(c) cos?(2x)

(d) 2cos?(x)
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1.4 Les fonctions sin, cos et tan

Silence, on tourne!

Faisons une promenade sur le cercle trigonométrique.

1,57
A
3/14 0) oa=051rad E|O
1 0 6,28
471

Je pars du point E et je monte : apres étre passé par 0,51 j'arrive a 1,57 (g)
puis 3,14 (m) ensuite 4,71 <3§> 6,28 (2m) et ga continue. Pourquoi s'arréter :
ce cercle est rond! Je reviens a @ avec comme mesure 6,79 (a + 27).

Et bien oui, un angle a plusieurs mesures!

0,51 6,79 -5,77 (o« — 27) sont 3 mesures différentes du méme angle!
Cet angle a méme une infinité de mesures :

0,51 + k.27 ou k est un nombre entier (de tours du cercle).

Un angle a plusieurs mesures (qui different de k.27) et tout nombre reel
représente une mesure d’angle orienté en radians.
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Tiens, z vient de s’inviter dans notre cours. C’est un nombre reel qui repre-
sente une mesure d’'angle orienté en radians.

Ce nombre réel donne un point du cercle trigonomeétrique.
Ce point a 2 coordonnées : COS = et Sin z.

Ce sont nos deux premieres fonctions trigonomeétriques.
COS:x — COSx et

sin:z — sinx,

Et comme n’importe quel x donne un point du cercle trigonométrique qui a
2 coordonnées,

dom(sin) = R et

dom(cos) = R,

Tu apprendras dans la deuxieme partie que
dom(tan) = R\ {% +km, k€ Z}

En tournant sur le cercle trigonométrique, Nnous avons remarqué que

x+ k.21

sont des mesures différentes du méme angle (ou k est un nombre entier).
En particulier, x 4+ 27 mesure le méme angle que z et donc

sin(z +27) =sinz et

COS(x + 2m) = COS z.

On dit que

la période de la fonction sin est 27

la période de la fonction cos est 27 et

la période de la fonction tan est 7.
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Graphiques

IR AR,
sinx‘—l‘o‘l‘O‘—l‘ 0

Remarque que l'axe Ox est coupé a 45°, ce qui sera déemontré plus tard.
Cette fonction est impaire : sin(—x) = —sin (z).

2 1

. y=cos X / N AN
daliug g da o N gl afLs el &
£ e

Recopie ce graphique dans ton cahier en respectant les points

v |=5lo|F| x| |om
0\—1\ 0 \ 1

COSx‘ 0 \1

Remarque que l'axe Ox est coupé a 45°.

Cette fonction est paire : cos(—z) = cos ().
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y=tan x -

Recopie ce graphique dans ton cahier en respectant les points
s T T @ 3
S w2 ol A 2
LVBLT[ol T |o

Remarque que l'axe Ox est coup€ a 45°, ce qui sera démontré plus tard.

tanz| | |0

Cette fonction est impaire : tan(—z) = — tan ().

En partant de z =0,

. s
tan z devient aussi grand qu’on veut a mesure que = se rapproche de 5"

On en a des choses a demontrer!

Exercices

1. Pour la fonction sin,

(a) donne Les maxima
(b) les racines

(c) le tableau de variation.
2. Donne les racines des trois fonctions trigonometriques.

3. Quelle transformation
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(a) applique la fonction COS sur la fonction sin?
(o) applique la fonction sin sur la fonction COS?
(c) donne les deux formules decrivant ces transformations.
4. (Ex 21) On donne le nombre xr telque 0 < z < g et verifiant cos (x - g) =
1

Que vaut sin (x + g) ?

1.5 Equations trigonométriques

Angles associés et réciproques

Parmi les formules de angles associ€s, il y a 3 €galités sans changement de
signe :

Leurs reciproques sont vraies aussi, comme tu peux le voir sur le cercle
trigonometrique.

Angles supplémentaires o et 7 — «

sin(m — a) = sina

Reciproque :

Deux Sin sont egaux lorsque les angles sont €gaux ou supplémentaires.

Angles opposés a et —«

COS(—a) = cosa

Réciproque :

Deux COS sont €gaux lorsque les angles sont €gaux ou OppOsEs.
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Angles antisupplémentaires a et 7+ «

tan(r+a) = tana

Reciproque :
Deux tan sont egales lorsque les angles sont égaux ou antisupplémentaires.

Type sin(z) =y

Resous, en radians, et represente les solutions sur le cercle trigonometrique.

Exemple

V3

st =

T V3
Remarque d’abord que Sm§ = 5
Je peux donc écrire
' sin =
sinT = —
3
Deux Sin sont egaux lorsque les angles sont egaux ou supplementaires,

donc

x:z+k.27r ou x:W—ngk.Qw

3
, T 2
Reponse : x = 3 + k.27 ou r = 5 + k.27 k € Z.
/2
21/3 11/3
I O 0
1 0

31/2
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Exercices

Résous, en radians, et représente les solutions sur le cercle trigonométrique.

V2

l. stne = ——
2

2. 2sinx+1=0
3. sinx = 0,8 (avec 3 décimales exactes)
4. sinx = 3 (avec 3 décimales exactes)

5. sinx = —0,4 (avec 3 décimales exactes)

Type cos(z) =y

Résous, en radians, et représente les solutions sur le cercle trigonométrique.

Exemple

COoS L
r=—=
2

Nous allons remplacer le membre de droite par un cos.

T 1 ,
A l'aide des valeurs remarquables, COS 3 = 5" Rate!

s 1 ,
Remarque que COS <—§) = 5" Encore rate!

Pour changer le signe du cos,

, s 1 ,
faisons une symetrie d'axe Oy : COS (7r — 5) = 5 Gagne!

v
COSxr = COS <7T — g)

(5)
COSxr = COS ?

Deux COS sont €gaux lorsque les angles sont égaux ou opposes, donc

2 2
x:?ﬂ—H{QW ou x:—§+k.27r ke Z.
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21/3

Exercices

Résous, en radians, et représente les solutions sur le cercle trigonométrique.

V2

6. COSr = —
2

7. 2C0osz—1=0
8. COsz = —0, 8 (avec 3 decimales exactes)
9. COSx = 7 (avec 3 décimales exactes)

10. CoSz = 0,4 (avec 3 décimales exactes)

Type tan(z) =y

Résous, en radians, et représente les solutions sur le cercle trigonométrique.

Exemple

tanng

o5

7r
Remarque d’abord que tan 5 =
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Je peux donc écrire
T
tanxz = tan 6

Deux tan sont egales lorsque les angles sont égaux ou antisupplémentaires,
donc

x:%—i—k.%r ou $:7T+%+k.2ﬂ

, T T
Reponse : x = 5 + k.27 ou T = 5 + k.27 k € Z.
/2
\n /6
T @) 0
1 0
711/6
3m/2
Exercices

Résous, en radians, et représente les solutions sur le cercle trigonométrique.

11. tanz = ——

12. tanx+1=0
13. tanz = —0, 8 (avec 3 décimales exactes)
14. tanz = 7 (avec 3 décimales exactes)

15. tanz = 0,4 (avec 3 décimales exactes)

Type sin(mz +p) =y

Resous, en radians, et represente les solutions sur le cercle trigonometrique.
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Exemple

sin (20 + 1) — %
D’abord une €galité entre deux sin!
sin (2z 4 1) = sin (%)
Deux Sin sont €gaux lorsque les angles sont €gaux ou supplémentaires,
donc

2x+1:g+k.27r ou 2:c+1:5g+k.27r

Ensuite, c’est de l'algebre :

2ng—1+k.27r ou 2x:5§—1+k.2w
Réponse:x:1—1+k7r ou x:5—w—1+k7r k€ Z.
12 2 12 2
Tt/2
0,809
0
-0,238

Exercices

16. 2sin (2x) + 1 =0

17. 2sin(% —2x) = V3

.=

18. sin(3x — §) = —

19. v/2.sin (2z) = 1

) 2
20. 2.sin (3:(; + g) =3
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21. (Ex 25) On considere l’équation, pour X réel
Cos (2%) +sin (2?) =1

Dans les propositions suivantes, quel ensemble fait partie de l'ensemble
des solutions de cette équation ?

(a) { 2k+1).—: k=0,1,2, }

(b) {,/gmkw: k=0,1,2, }
T
(c) {,/kg. k=0 1,2 }

(d) R

I
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Chapitre 2

Limites de fonctions

Compétences et objectifs

Articuler expression analytique, représentation graphique et comportement
aux limites d’une fonction.

Connafitre les savoirs et les procédures

1. ldentifier dans l’expression analytique d’une fonction donnée les fonc-
tions usuelles, les opérations et leur hiérarchie.

2. Donner un exemple de limite de fonction illustrant un cas d’indétermi-
nation.

Appliquer une procédure

1. Déterminer, a partir de l’expression analytique d’une fonction, son do-
maine et les limites qui apportent des informations sur son graphique.

2. Calculer des limites et les interpréter graphiquement.

Transférer

169
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2.0 Prérequis

1. Pour les fonctions suivantes, recherche le domaine et les intersections
avec les axes.

(a) f(z) =22% — 4o + 2

(o) f :1:)::1:3—4x+3
x? —dx + 2

(c) f(x p—

(
(
(
(d) f(z
(e) f(x
(f) f(z
(

||
i
&
+
>
W
|
=

) =
)
) = Va2 + 6z +9
)
) =

Q) f(x

(h) f(z) =

(i f(x) =

(j) f(z)=

) f(z) =

2. Mémes questions (deuxieme serie)

z° —|—2x
@ flr) = A2

V14 3z
(0) f(z) = Vot — Tz + 10
(c) f(z) =vVa?—3x+2

@ flx) = /12

() Jl@) = \/1+xi\/1—x

_ z—3
(0 f(w) = \/—:1:2 + 3 — 2
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@ fla) = /L=%

(h) f(x) = i Rl

9 — 22
() f(z) = YL=2

Simplification de /22

xSiz>0
Vil =|z| = < ce qui donne toujours un nombre positif.
—z Six<0
3. Effectue
@/ (V5 1)
() \/(V5—3)"

(c) (Ex 22) \/(1+V5)" =/ (2— v5)”

2.1 Limites de fonctions “en +x”

La notion de limite “en +00” est identique pour une fonction et pour une
suite.

Prenons la suite arithmétique 1 3 5 7 9 ... ti=1etr=2.
ti=1+(1—-1)2=2i—1

lim2i — 1 =40

21 — 1 devient aussi grand qu’on veut.

Prenons la fonction f telle que f(x) =2z — 1.

Quelle différence y a-t-il entre la suite et la fonction?

lim 2z — 1 = +o00
T—+00
2x-1 devient aussi grand qu’on veut a condition que x soit suffisamment

grand.
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Définitions

lim  f(x) =+o00
r — +00

signifie que f(x) devient aussi grand qu’on veut a condition que x soit
suffisamment grand.

lim  f(zr) = -
r — +00
signifie que f(x) devient aussi petit qu’on veut a condition que z soit
suffisamment grand.
lim  f(z)=1b
r — +00

signifie que f(x) devient aussi proche qu’on veut de b a condition que z soit
suffisamment grand.

Dans tout ce chapitre, a, b, ¢ désignent des nombres réels.

Exemples
T+ 2
x

r—2

-3

T+ 2 4 3

Lfe——— 20 1,22
1000 1, 004...
10000 1,0004...

1000000 | 1,000004...

r+2 , . »
Il semble que 5 soit aussi proche qu’on veut de 1, a condition que =
:E —_
. , o . T+ 2
soit suffisamment grand, c’est-a-dire lim 5~ 1.
l’ J—
Tr — +00
20+ 1
v 1—x
2. fro— 2z 41 100 | —2,0303...
l—=z 10000 | —2,000303...
1000000 | —2,000003...
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—2.

2¢c+1 _ N .
Il semble que soit aussi proche qu’on veut de —2, a condition que
—x
. . . , 20+ 1
z soit suffisamment grand, c’est-a-dire lim 1 =
—x
r — +00
Remarques

1. Nous obtenons un renseignement sur une partie du graphique que nous
ne pouvons pas tracer (a droite). Regardez sur une calculette graphique.

2. La notation =z — +o0o est indispensable, puisque = n’est pas un naturel
et donc ne numerote rien du tout. Autrement dit, = peut tendre vers

n'importe quoi. Il faut donc preciser vers quoi = tend.

3. Lorsque nous utilisons la notion de limite, nous quittons l’algébre pour

entrer dans l'analyse.

Autres exemples

1. lim  2x — 5 = +o00. En effet, cette fonction du

r —r +00
premier degré a comme pente 2. Si = augmente de 1 unitée,
2z — 5 augmente de 2 unités, ce qui nous permet de trouver
ainsi des valeurs de 2z — 5 aussi grandes que l'on veut.

2. ltm 4 — 3xr = —o0. En effet, cette fonction du

r — +00
premier degré a comme pente -3. Si z augmente de 1 unite,
4 — 3z diminue de 3 unités, ce qui nous permet de trouver
ainsi des valeurs de 4 — 3z aussi petites que L'on veut.

3. lim 2% = 400. Le raisonnement est le méme que

r — +00
pour une suite géométrique de raison 2.

r|2r—5
1
2
3
4
5)
r|4—3x
1
2
3
4
5)
21’

(&1 N I U I O e
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1 L
x —
1 3
4.  lim (é)f” = 0. Le raisonnement est le méme que 1
xr — +00 2
. V Vd N . 1 3
pour une suite geometrique de raison 3" y
5
1
T|2——
1 €T
5. ltm 2 — — = 2. Te souviens-tu du dernier exercice 1
T
xr — +00
des suites?

Exemples fondamentaux

1 lim ©=+00
. r — +00
2. lim ~= 0
r — +00
J'ai 1 gateau.
1
Il vient 10 personnes. Chacune recevra 10
_ 1
Il vient 100 personnes. Chacune recevra m
1
Il vient 1000 personnes. Chacune recevra 1000"
La portion de chacun devient aussi proche qu’on veut de 0.
Exercice

Il est admis une fois pour toutes que, lorsque ces limites existent, la limite
d’'une somme est la somme des limites, la limite d'un produit est le produit
des limites, la limite d’'un quotient est le quotient des limites et la limite
d’une composée est la composée des limites.
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Calcule les limites suivantes et ecris ce que signifie le resultat.

1. lim — 23+ T2 — 5+ 2
T — +00
_ 22—z
2. lim
|
T — +00
213 + 1
3. lim x3+
x° —1
T — +00

(1 —2?)(323 — 2)

4, ltm

26 —5
T — +00
6 4_2
5. lim v *
x2+1
T — +00
3 — 22
6. lim 2T T A
1+ 3z
T — 400
7. lim 2—x
T — +00
8 lim x-+ 22
T — +00
241
9 lim v
T — 2
T — +00
4
10. lim v
42?2 — Hx
T — 400
_ 1
11. lim
x2 —4
r — +00
12. lim sinx
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lim  f(x) =+o0

r— —O0

signifie que f(z) devient aussi grand qu’on veut a condition que z soit
suffisamment petit.

lim  f(x) = —¢

r — —O0

signifie que f(z) devient aussi petit qu’on veut a condition que z soit
suffisamment petit.

lim  f(z)=25

r — —0

signifie que f(z) devient aussi proche qu’on veut de b a condition que z soit
suffisamment petit.

Exemples fondamentaux

ltm T = —00
1.
Tr — —00
[ L _ 0
2. m ~ =
r — —00
Exercices

Calcule les limites suivantes et ecris ce que signifie le résultat.
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1. lim  —x3+ 722 —5x+2
Tr — —o0
, 22—
2. lim
241
T — —00
223 + 1
3. li
m e
r — —o0

(1 —2%) (32 — 2)

4, lim
26 —5
T — —00
6 4_2
5. lim v +2$ v
re+1
r — —o0
3 — 22
6. lim 0T T A
1+ 3z
T — —00
7. lim V2 —=x
r — —o0

Asymptotes horizontales

Lorsque lim f(z) =10, on dit que la droite AH =

T—+00
zontale au graphe de f.

Exercice

8. (Ex 22) On considere la fonction f définie par

3 d? — 2
=22

On constate que la fonction f admet une asymptote horizontale.

1717

= b est asymptote hori-

Quelle est la point d’intersection de cette asymptote avec l'axe Oy ?
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Deuxiéme série

Rappel
xSiz>0
Va?=|z| = é ce qui donne toujours un nombre positif.
—z Siz<0
9 lim Vx+ a?
r — —00
2 +1
10. lim
r—2
T — —00
. xr+4
11. lim
4x% — bx
r — —00
‘ 1
12, lim
2 —4
r — —00
13. lim  sinz
r — —00
14, lim |z
r — —00

15. lim  E(x)
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00

2.3 L’indétermination x©
0,0

Observez les 4 résultats suivants, obtenus dans les pages precédentes :

1 I r+4 1
. m _— = ——
Vax? — b 2
T — —00
. x5+ 2t — 2
2. lim 5 = 400
re+1
T — —00
3 y 3+ x — 222
. m —— = -0
1+ 3z
r — 400
1 —22)(3z3 — 2
b QR
% —5
r — +00

Dans chacun de ces cas, le numérateur et le dénominateur tendent vers
00, et pourtant nous avons obtenu 4 résultats tres différents! Il est donc
00

impossible d’énoncer une regle slre pour les cas —.
00

¢
On dit que — est un cas d’indétermination.
00

2.4 Limites de fonctions lorsque x — a

Approche graphique

Exemple 1

Considérons la fonction f telle que f (z) = 2?

R.

Prenons des valeurs de x proches de 2 a l’aide du graphique ou d’un tableau.

—x + 1, dont le domaine est
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=
=

=

=

]
s
I x

v | 1,9 [1,95[1,99[1,995 |2 x| 21[205]201]2005]—
f(x) 2711285297 (2985 |~ |3 f(x)]3,31]3,15]3,03]3,015] —

f (z) est aussi proche que l’on veut de 3 a condition que x soit assez proche
de

. lim x)=3

On ecrira /() . Note que f(2) = 3.
xr — 2

Exemple 2

o, , 4 — 2 _
Considerons la fonction f telle que f(z) = 5 dont le domaine est

x J—

R\ {2}.

Nous pouvons nous approcher de = = 2 tout en restant dans le domaine.

Prenons des valeurs de z proches de 2 a l’aide du graphique ou d’un tableau.

11

L
T
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T L9 | 1,95 | 1,99 | 1,995 | — | 2 T 2,1 | 2,056 | 2,01 | 2,005 | — | 2

fz)| =3,9] =3,85 | —3,99 | =3,995 | = | =4 | | f(z) | —4,1 | —4,05 | —4,01 | —4,005 | — | —4
f (x) est aussi proche que l’on veut de -4 a condition que X soit assez proche
de 2.

, lim r)=—4
On ecrira /() . Note que f(2) n’existe pas.

r— 2
(Q\
Exemple 3
Considérons la fonction f telle que f(z) = ( 5, dont le domaine est
:L' —_—

R\ {2}.
Nous pouvons nous approcher de x = 2 tout en restant dans le domaine.
Prenons des valeurs de x proches de 2 a l’aide du graphique ou d’un tableau.

vl i

|

‘NN

P 5 4 &
T 19 19| 1,99 1995 | —» | 2 x 2,1 | 2,05 | 2,01 2,005 | —» | 2

f(z)| 100 | 400 | 10000 | 40000 | — | +o0 f(z)| 100 | 400 | 10000 | 40000 | —» | +©

f (z) est aussi grand que l’on veut a condition que x soit assez proche de 2.

On ecrira

lim f(x) =400

r— 2

. Note que f (2) n’existe pas.
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Exemple 4

7 ]_
Considerons la fonction f telle que f (x) = Y dont Le domaine est R\ {2}.
x —

Nous pouvons nous approcher de x = 2 tout en restant dans le domaine.

Prenons des valeurs de z proches de 2 a l’aide du graphique ou d’un tableau.

|| o~ % Lk Rt
i L i I | 1

4+ + + r + r ..t 1t ot 1 1 411
.
o
s

x 191195199 (1,995 | —» | 2 x 2,1 2,05|201|2005| —~| 2

f(x)|-10 | -20 | -100 | -200 | —» | —© f(x) | 10 | 20 | 100 | 200 | = | +©

f (z) est aussi petit que l'on veut a condition que x soit assez proche de 2
et plus petit que 2.

lim f(r) =—o0
z — 20 .

On écrira

f (z) est aussi grand que l'on veut a condition que X soit assez proche de 2
et plus grand que 2.

lim f(z) =400
x — 2P .

On ecrira

Notez que f(2) n’existe pas.

Conclusions

1. Une limite lorsque x tend vers a donne le comportement de f () lorsque
X est voisin de a.
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2. Cette limite n’a de sens que s'il est possible d’évaluer f (x) pour des
valeurs de x voisines de a, c’est-a-dire si
a appartient au domaine, ou
a n'appartient pas au domaine mais est une borne d’un de ses intervalles.

x
Exemple f(r) = — a comme domaine |—o0; 1].
v1—x

Il y a donc un sens a calculer la limite lorsque x tend vers -3 (appartient au
domaine) ou vers 1 (borne du domaine) mais pas vers 2 (ni dans le domaine,
ni borne).

Définitions

lim f(x) =400
r—a

signifie que f(z) devient aussi grand qu’on veut a condition que z soit
suffisamment proche de a.

lim f(x) =—0o0
Tr—a
signifie que f(x) devient aussi petit qu’on veut a condition que z soit
suffisamment proche de a.

lim f(x)="0
T —a

signifie que f(x) devient aussi proche qu’on veut de b a condition que z soit
suffisamment proche de a.

Exercices

Calcule les limites suivantes et ecris ce que signifie le résultat (verifie
qu’elles ont un sens a l’aide du domaine).
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1.

CHAPITRE 2.

lim xz?>43x—1

T — 2

LIMITES DE FONCTIONS

6

lim

r—1

lim 1+ |z
x— 0

I 22+ 4x +3
m  —
2 4+2x —3

r— —3

3x2 -2z —5

x3 — 322 +4
r— —1

lim

o 1 'Zﬁ/'——\—‘
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Pour une fonction rationnelle, l'indetermination "6" se leve en simplifiant par z —a

1
r+3 \3
x3 4+ 27

9. (Ex 24) lim (
r— —3

10. lim 2 —1
Tz —4

11. lim 2 —1

r— —1

12. Iim 2 —1

T3

13. lim sin3x

T
$—>§

14. [lim tan2x

T
$—>6

2.5 Limites a gauche et a droite

Reprenons la fonction E (partie entiere). Que vaut lim F(x)?

r—3
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0 2,9 31

. x|
Que vaut lim —7?
T

z—0

S'iL est nécessaire de distinguer les limites lorsque x est inférieur a a ou
supérieur a a, on notera

lim f(z) ou [lim f(x) lorsque x est inférieur a a, et

r — a% r—a
lim f(z) ou lim f(x) lorsque x est supérieur a a.
r — aP r—a’

Tu peux aussi noter lim f(x)et lim f(x).

r—a r—a

r<a r>a
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2.6 Limites infinies lorsque x — a

Exemple fondamental

lim =400

SHE

x— 0
x>0

Signification :

lim

—00

8| H

Par symetrie, | , _ 0

<0

Autre exemple

, 5
lim
) 3r — 2
r — 3
, : 5 : 1
Le 5 au numerateur ne change pas grand-chose. [lim 5 5 = 5. lim 3 5"
x — x —
T — 3 T — 3

Et 3z —2 — 0.
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. , 1
Il s’agit donc d’une situation comparable a [im — = o0,
x

x—0
: . . 1 :
qui pourrait se noter 5. lim 3 5 = 100 ou plus simplement
'I' _—
3r —2—0
5) 5)
lim =— =400
) 3r—2 0
Tr —r 3

Tres bien, mais +00 ou —00 ?

Ce sont deux résultats totalement opposes :

3955— 5 est aussi grand qu’on veut ou aussi petit qu’on veut.
Un petit tableau de signe va nous repondre :
3r—2[—[0]+
Finalement,

li > = — t  lim > = 400

a2 T F L 372

<2 x>2
Exercice

Calcule les limites

1. lim ——
T
z—0
. 3 — 2
2. lLim
11—2:1:
$—>§
2+ 3
3. In _
o 2 — 4o + 4
T — 2
, 3r — 4 — 2
4, ltm

203 —x2 —4x + 3
r—1
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r—a

20% — 2% +4x + 3

5 Ul
o 3r —4 — 22
r—1
22 +6x+5
6. l7 —_
o x2 —6x — 7
r— —1
2 522 — 9z + 4
. m
; —4a2 4+ T —3
$—>Z
8 — 62

8. (Ex 21) Iim
r— 2

x2 4+ 2x — 8

2.7 Synthése lim

T—a

A la suite des exercices précédents, nous pouvons dire

Pas zéro ou z€ro ,
= reponse

pas zéro

zéro ., .
= indetermine

2€ro
pas zéro
—_— = o0

zéro
Attention! Il s’agit de regles mnémotechniques, pas de théoremes mathe-
matiques!

Asymptotes verticales

Lorsque Limf(x) = +o0, on dit que la droite AV =z = a est asymptote ver-
Tr—a
ticale au graphe de f.

Exercice

2 —9

9. (Ex 21) On considere la fonction f définie par f (1) = ———
2?2 +x—2
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Quelles sont les équations définissant les asymptotes verticales de
cette fonction?

2.8 Fonctions discontinues

Intuitivement, une fonction continue est une fonction dont le graphe se trace
sans lever le crayon. Une fonction discontinue est une fonction pour laquelle

. 1 , , .

iL faut lever le crayon. E, tan, —, sont des fonctions discontinues : pour
xXr

certaines valeurs de z, il faut lever le crayon.

Définition

f est continue en a <& lim f(x)= f(a)

r—a

autrement dit,

f est continue en a < f (x) est aussi proche qu’on veut de f (a)
a condition de prendre = assez proche de a.




2.9. (*) THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES 191

Dans cet exemple, a =2 et f(a) = 9. f (z) est aussi proche qu’on veut de 9 a
condition que...

Autrement dit, il ne manque pas d’image au voisinage de 9.

Il y a donc trois fagons pour une fonction d’étre discontinue en z = a.

o f(a) n'existe pas, bien que lim f(x) existe. C'est le cas de tan en
r—a
r=_.
2
o f(a) existe mais ne vaut pas lim f(z). C'est la cas de £ en z = 3

T —a
(Limite a gauche).
E@B)=3et limE(x)=2

T—3~

o f(a) existe, et lim f(x) n'existe pas. Ce cas ressort du cadre de ce

T —a
cours.

Remarques

o Lorsqu’une fonction admet une limite infinie en z = ¢, elle est fatalement
discontinue ().

o Une fonction continue partout n‘admet pas de limite infinie en z = a.

o Il y a d’autres cas de discontinuité (fonction E, ..).

2.9 (*) Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme des valeurs intermédiaires

Lorsqu’une fonction f est continue dans [a;b], alors toute valeur comprise
entre f(a) et f(b) est l'image d’'un = de [q;b], au moins.

Faites une figure (ce résultat est admis).
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Contre-exemple




Chapitre 3

Dérivées, valeurs extrémales,
graphiques

Compétences a atteindre

Interpréter géometriquement f’ (x) d’une fonction.
Réaliser un tableau de variation qui correspond a une fonction donnée.
Réaliser un tableau de variation qui correspond a un graphique donné.

Représenter une situation, un probleme a l’aide du graphique d’une fonc-
tion.

3.0 Prérequis

Factorise 222 — 32 — 9
Factorise —22 + 3x + 4

Factorise —42? +4x — 1

Donne 3 exemples et 3 contre-exemples de polynémes.
Divise 223 — 722 + 22 + 3 par 2% + 4.

Divise —423 + 722 — 22 4+ 19 par 22 — 2z + 1.

Le polyndme 923 + 1822 — 42 — 8 est-il divisible par = 4+ 2? Dans l'affir-
mative, effectue la division.

Divise —223 + 7z + 5 par = + 3.

193
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Domaine d’une fonction et ensemble-image

9. Détermine le domaine de la fonction f.

(@) f(z)= ﬁ

(o) f(x)=V4—x

10. Determinez le domaine et l’'ensemble-image de la fonction représentee.

L

Exercices sur les points d’intersection avec les axes

11. Determinez le domaine et les points d’intersection avec les axes de la

20 — 3
fonction f si f(z) = a T
x J—

12. Pour la fonction f repreésentée,

[

vl

o
= ¥

-2 1 0 1 2 3
.1__

détermine
dom f

mm f
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fNOox
SOy

Opérations sur les fonctions

Exercice sur la somme
13. f:x — |z| et g: x — 2. Représente f + g.
14. f:x — 2% et g:  — —4. Représente f + g.

15. La fonction f représente le chiffre d’affaire d’une entreprise et la fonc-
tion g représente ses frais (en milliers d’euros). La différence des deux

représente la marge (brute) de l'entreprise. Représentez-la.
61

Exercice sur le produit

16. f:x — x et g: 2 — 2. Représente f.g.
17. f: 2 — 2?> et g: 2 — —1. Représente f.g.
18. f:x — % et ¢g:z — 3. Représente f.g.
Exercices sur la composition

19. Determine domf, domg, f o g(z), dom(f o g), gof(z) et dom(g o f).

(@) f(z) = Va et g(x) = 72
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20. Décompose les fonctions suivantes en composées
de fonctions de reférence, f = g o h.

Exercices sur la variation

21. Pour la fonction f ci-dessous,

dom [ =

m f =

f est strictement croissante sur

f est strictement décroissante sur

f est constante sur
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22. Dresse le tableau de variation des fonctions représentées ci-dessous.

y A
5 iy f
4 . 4 /¢
] [ 1 |
&\ 3 / 3
\ / 1
\
\ 2 / 2]
\ % N\ / /—\/r
\ b §
\\ i 1
1\ /0 X 0 x
= 4 v -1 |0 1 2 3 4 5 4 3 2 1 0 1 2
| -1

/ 1y
/ /
// 1
L6
- 4y
H 2 |
5 . 3
P Ty Qe PR ]
i h 2
Ll /
: / 1
- /\/ :
! 4 / K
: / 0
Y 6 -5 4 3 -2 -1 |0 1 2 3 4
: 1
g X
4 3 2 L1ffe "1 2 73 2
8|
i -3
f2
[
|
{

23. On etudie l'efficacite (en pourcentage) d’un gel a laver en fonction de
la température d'utilisation de l’eau de lavage utilisée. On consigne les
résultats de l’étude dans le graphe suivant :

100%:

g

D= =m0 —==m

o 20 40 &0 80 100
Température (en degrés)
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(a) Determinez la température a laquelle le gel a la plus grande effi-
cacite.

(b) A quelle(s) température(s) ’efficacité du produit est-elle de 80% ?

(c) Déterminez l'intervalle de température qui permet au gel d’avoir
une efficaciteé d’au moins 60%.

(d) Décrivez les variations de la fonction proposée (croissance, décrois-
sance, maximum, minimum).

Signe

24, Etudie le signe de

(a) 30 — 7
(o) 22 —5x+6
(c) 4 — 3z

(d) —22 — bz +6
(e) 22— x+6

(f) 4o — 2> — 4
2> — 5+ 6
3r— 17

2
(h) x —|—25x+6
e+ 1
(i) 223 — 2% — 1

(9)

() e+ 23—z —1
5r + 6

k) ———~ '~

()x2—2x+1

QCM

1. La fonction f:z — —2x — 2 contient les points
a) (0;—2) et (1;0)
b) (0;-2) et (—1;0)
c) (-1;0) et (2;0)
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La pente de la fonction f: 2 — —22 — 2 vaut
a) 2
b) -2
c) -1

La fonction f: 2 — —2x — 2 est

a) positive pour z =1 et negative pour z = 10.
b) positive pour r = —4 et positive pour z = 10.
c) positive pour z = —10 et négative pour x =1.

La fonction f: 2z — —2% + 3z + 4 contient les points

3 25
a) (é’Z et (4;10)
b) (0;-2) et (—1;0)

3 25

La fonction f:z — —2%2 + 32 +4 est

a) positive pour z =1 et négative pour z = 10.
b) positive pour r = —4 et positive pour z = 10.
c) positive pour z = —10 et négative pour z = 1.

La fonction f:2 — —22+ 3z + 4 possede
a) un maximum

b) un minimum

C) un minimum et un maximum.

La fonction f: 2z — —2% +x — 1 contient les points

3 25
1 3
1 3

La fonction f:2 — —22+ 2 —1 est

a) positive pour z =1 et négative pour x = 10.
b) négative pour z = —4 et négative pour z = 10.
c) positive pour z = —10 et négative pour z = 1.

La fonction f:2 — —22+ 2 — 1 possede
a) un maximum

©) un minimum

C) un minimum et un maximum.

a) 222 -3z —-9=(zr—3) ($+g>



200 CHAPITRE 3. DERIVEES, VALEURS EXTREMALES, GRAPHIQUES

b) 222 =32z —9=2(z — 3) (I—f—;)

c) 222 =3z —9=(z —3) (22 + 3)

11. a) —2*+3z+4=(x+1)(z —4)
b) —2?+3z+4=—(z+1)(z—4)
) 2*+3r+4=—(x—1)(z+4)

1+

12. Le domaine de f(z) = T2

a) |1;—]
b) |-1;1]
c) [-1;1]

est

13. Le domaine de f (z) = est
a) ]5;—|
b) [« 2] U]5; =]
C) [« 2[U]5; =

14. Le domaine de f(x) = est
a) ]3;—|
b) |-3;3[
c) ]+ —-3[U]3; =

15. Le domaine de f (z) = 1=
a) ]2; |
b) |-2;2]
c) R\ {-2;2}

3.1 A quoi sert la dérivée d’une fonction?

La dérivée de la fonction f est une fonction f' qui indique comment la
fonction f varie.

Exemple

La derivee de f(z) =2? —x — 1 est f'(v) =22 — 1.
Cela signifie que le signe de f’ indique si la fonction f est croissante ou
decroissante.
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Plus précisément,
T

z >
fle)| =10+
flz) [ Nfm|

, . 1
Note la presence d’un minimum en x = 5"

Exercice

Sachant que la dérivee de f (1) = —2? + 3z — 7 est f' (z) = —2x + 3, dresse
le tableau de variation de f.

3.2 Sécantes et tangente

Appelle x l'abscisse du point A et =+ h Ll'abscisse du point B. Note aussi leurs
ordonnées. Trace la sécante qui joint les points A et B.

6

0

n 1 2

La pente de cette sécante est donnée par

Que se passe-t-il si nous prenons h proche de 0? Se pourrait-il que la sécante
soit aussi proche qu’on veut d’une droite particuliere ?

La pente de cette hypothétique droite, appelée tangente est donnée par

h—0
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Intuitivement, la tangente existe en un point de f si celui-ci ne forme pas un
“coin” (comme valeur absolue en 0).

Dans tout ce qui suit, cette tangente existe, sauf mention explicite du contraire.

6

0

0 1 2 3 a4 5

Ainsi, nous pouvons donner en chaque point d’'une fonction réguliere, la

définition

f/(x) _ “mf(x +h) — f(z)

h—0 h

Définition

La fonction f est appelée dérivée de la fonction f.

En pratique

f/ (CI?) _ “mf(g; + h) - f(x)

Hm 7 est la| pente de la tangente |au point d’abscisse
—

T
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3.3 Dérivée des fonctions de référence

1. Si f(x) =k (constante) alors f (x) = 0. En bref,| (k) =0 |

La pente de cette droite est visiblement 0.
Exercice

Tangente au graphe de f: x — 3 au point (1;3).

(a) Determine la pente de cette tangente.
(o) Trace cette tangente.

(c) Determine une équation de cette tangente.

2. Si f(r) = x (identique) alors f (x) = 1. En bref,| (z) =1 |
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La pente de cette droite est visiblement 1.
Exercice

Tangente au graphe de f : x — x au point (1;1).

(a) Determine la pente de cette tangente.
(o) Trace cette tangente.

(c) Determine une €quation de cette tangente.

3. Si f(x) =22 (carré) alors f (z) = 2z. En bref, | (22) = 2 |.

Exercice

Tangente au graphe de f: 2 — 2% au point (1;1).
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(a) Determine la pente de cette tangente.
(o) Trace cette tangente.

(c) Determine une équation de cette tangente.

: 1 . ! 1 1y 1
4. S = = (inve L = —=. En bref, | () = —= |
i f(x)= g (inverse) alors f () . n bref, | (3) .
Exercice
La tangente au graphe de f :z — % au point (2; %)

(a) Détermine la pente de cette tangente.
(o) Trace cette tangente.

(c) Détermine une équation de cette tangente.

‘H

5. Si f(z) = /x (radical) alors f (z) = En bref, | (vT) = =~ |

2

B

Exercice

La tangente au graphe de f:x — /z au point (4;2).

(a) Determine la pente de cette tangente.

(o) Trace cette tangente.

(c) Détermine une equation de cette tangente.
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6. Si f(v) = 2" (puissance n) alors f () = n.2z"LEn bref,| (") = n.a" !

Exercice

, 11
La tangente au graphe de f:z — 2° au point (5, §>

(a) Determine la pente de cette tangente.
(o) Trace cette tangente.

(c) Deétermine une équation de cette tangente.

7. La dérivée de la fonction Sin est la fonction COS.
Exercice

La tangente au graphe de Sin au point (0;0).

(a) Determine la pente de cette tangente.

(o) Trace cette tangente.
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(c) Determine une équation de cette tangente.

8. La derivee de la fonction COS est la fonction — sin.

9. La dérivée de la fonction tan est

3.4 Dérivée et opérations

Li(f+g9) =f+yg
Exemples :

(a) (sinz +cosz) =cosz —sinw

(o) (xué) o

x2

2. | (k.f) =k.f

Exemples :

(a) (3sinz) =3cosx
(0) (£) =

(€ (2) =
3.0(f9) =f9+/fg

Exemple :

Koo H
N—

~

(sinz.cosz) = (sinz) cosz + sinz. (cos )

1

0s?’

autrement dit

/

207

(tanz)’

—cos’z |
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fv_T9g—J14
> (9) I
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Exercices
1. Calcule
a) (22 — 322 + 4at) 0 (52%)
— 42 3\’ _4-—-5x
b) (5 — 4a% + 72?) m) <3x2—x+2>
p RV 4o + 3z — 1
o ((@*+1)(1-2*-2%) |n) ( T )
, 2
d) ( (22% — 3z + 1)(bx — 3)) 0) <4x52x+ngf 1>
e) (3 ) e) (x 1-|—2x2)/
f) (522 + 4z — 1)2) q) <1£3)
VY r—1 )
9 ((2x+1) > ) ((2x+1)3>
h)(\/4x2 —x+ 1)/ s) <£C (xQ — 1)3>
li 2 /
i) (3sinx) t) (%—g;ﬁ)
/ J— 2 l
j) (cos(3x +2)) u) <(3x2x D )
R Y
k) (x.sinz) V) (Siﬂx)

2. Deuxieme serie
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!

(h) (tanz.(tanz — 1))

/

!

() (vVcos2z)

%) (m)’

3. Determine une équation de la tangente au graphe de f: 2 — 22—z —1
au point (2;1).

(
() (cos?z—3cosz+1)
(

4. Détermine une equation de la tangente au graphe de f : 2 — Sx—l—l au

point d'abscisse %

5. Determine une équation de la tangente au graphe de f : z — 2z — 4
au point d’abscisse 3.

6. (Ex 21) On considere la fonction f definie sur ’ensemble des nombres

réels strictement positifs par l’expression f(z)= Jx — 776

Que vaut la dérivee de cette fonction en x = 17

7. (Ex 22) On considere la dérivee f’ de la fonction f définie par

f(z) =3Va? — 4/a?

Que vaut la dérivée de cette fonctionen z =17

3.5 Dérivée et variation

La derivee d'une fonction indiqgue comment cette fonction varie.

Plus précisément, si f () > 0 dans un intervalle, alors f y est strictement
croissante. Ce resultat admis est illustre ci-dessous.
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fily

fla

V4

i a b

Dans l'intervalle |a; b[, la pente de la tangente est toujours positive, ce qui
indique que f () > 0. Visiblement, f y est strictement croissante.

Bien entendu, si f’(x) < 0 dans un intervalle, alors f y est strictement
décroissante.

Exercice

Iétudier la variation des fonctions suivantes.

1 frao—a%—32245

1

2.f:x—>2[:1:4—2x2+2

3.f:x—>221$_7_§g

3.6 Variation d’autres fonctions

Etudie la variation de la fonction f (avec domaine et compléments pour les z
treés grands, tres petits ou sans image) et représente-la a l'aide d’un logiciel :

1l f(r)=2+ 22— 8z

2. f(x) = F+]
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222 —br+2

(Ex 23) On considere la fonction f définie pour tout nombre réel x par
l'expression
203 Ta?

= 1hr 412
f(z) 3 5 Sz +

Sur quelle partie de R cette fonction est-elle strictement croissante?

(Ex 25) Dans un grand lac, ’évolution du nombre de truites N (¢) (N (t) >
0) au cours du temps t (en années) obéit a :

N'(t) = 0,3N (t) — 0,06t.N (¢)

Pendant combien d’années le nombre de truites augmentera dans ce
lac?

3.7 Dérivée seconde

La dérivée seconde est la dérivée de la dérivée. Elle indique donc comment
la dérivee varie. Regardons plutét :

Y
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Trace une dizaine de tangentes a cette courbe. Tu constate que la dérivee
premiere

La derivée seconde est positive, signe que la concavité de la courbe est
tournee vers le haut. On parle alors de concavité positive. Lorsque la dérivée
seconde est négative, la concavité de la courbe est tournée vers le bas
(concavité négative).

Exercices

1. Calcule la dérivée seconde de chacune des fonctions etudieées au point
preceédent. Fais le tableau de concavité. Compare avec le graphique que
tu as trace. Un point ou la dérivée seconde s’annule en changeant de
signe est appel€é point d’inflexion.

2. Etudie la variation et la concavité de la fonction du second degré définie
par f (z) = ax®+ bz + ¢ ou a # 0.

3. (Ex 21) Au cours de l’etude d’une fonction f d’une variable reelle x, on

note l'observation suivante pour la valeur particuliere z :

f (o) ' (o) f" () <O

Quelle proposition est correcte?

(a) f(z9) <O f est croissant en x; et sa concavité est tournee vers le
bas en ce point

(b) f(zg) > 0 f est décroissant en z( et sa concavité est tournée vers
le bas en ce point

(c) f(xp) > 0 f est decroissant en z et sa concaviteé est tournée vers
le haut en ce point

(d) f(x9) <0 f est décroissant en z; et sa concavité est tournée vers
le haut en ce point.
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Chapitre 1

Fonctions Réciproques

Compétences a atteindre

1. Les caractéristiques d’une fonction €étant connues ou données, determi-
ner celles de la fonction réciproque.

2. Construire le graphique de f~! au depart de celui de f .

1.0 Prérequis

Variation d’une fonction

1. Dresse le tableau de variation des fonctions représentées ci-dessous.

ht
11
W
/

217
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1.1 Relation réciproque

Une relation ou une fonction peut se représenter dans un tableau.

Exercices

2. Fonction ou simple relation (non-fonctionnelle) ? Essaie de la retrouver!

S r 1Y xr Yy
1 | =2 1 1 1] 1
2 | =1 2 4 2| 2
3 0 3 9 3 3
4 1 4 116 4| 4
a) 0 | —3 b) 01 o c) 0l o
—1(—-4 -1 1 1] -1
-2 -5 -2 4 2| =2
-3 | —6 -39 31 -3
1175 171 11
2 | 2 2 | 4 21 2
r 1Yy
1 1
2 % x|y
1 1] 1
3 _
3 9 1
1 2
d 4 1 e) 1
3 _
—1] -1 513
1 -
_2 _5 4 4
i 1] -1
—3| ==
3
Lo
2

En inversant les deux colonnes, on obtient la relation réciproque. Fais-le.
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Symétrie des graphes

Reprenons le deuxieme exemple : f (x) = z°

flo) = b

Pour la relation réciproque, il suffit de permuter x et y.

Fais-le et relie les points.

9 .
flz) = 2* 7
5 I
J 7
;
S
4| s
v
4
3 7z
] 5
’
v/'
2] P
s
K4 yz =x
1 L

Les deux graphiques sont symétriques par rapport a la premiere bissectrice.
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La fonction f a pour équation y = 22. Sa relation réciproque a donc pour
€quation z =42, c'est a dire y = Touy = —/z.

Cela nous amene a la question suivante :

La réciproque d’une fonction est-elle une fonction?

Au vu de l'exemple precédent, la réponse est non! Pourquoi?

Pour une fonction, x a une seule image, f(x) Mais il est possible que deux
x différents aient la méme image. La relation réciproque va donc associer a
cette image plusieurs x, et ne sera pas une fonction.

Pour que la réciproque de la fonction f soit une fonction,
il faut que 2 x différents aient deux images différentes.

On dit alors que la fonction f est injective.

Exemple fondamental

Une fonction strictement croissante! est injective.

Exercices

3. Justifie que les fonctions suivantes sont injectives.

@ f:z—>x+2

() g:x— \x
(c) h:x— Vo + 2.

4. Justifie que la fonction f n'est pas injective.
@) f(z) =27
(o) f(x) = |z|
(c) f(x)=sinx

ldans R ou dans un intervalle
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Notation

La fonction reciproque de la fonction f est notée f~..

Domaine

Le domaine de ! est f(A).

1.2 EXxercices

Pour la fonction f, indique

a) si elle est injective dans son domaine;

b) sinon, précise dans quelle intervalle elle ’est et pourquoi.
c) Détermine f~1(z).

d) Dessine le graphe de f (restreinte) et celui de ..

e) Determine le domaine de f~..

1. f(x) = 42?
2. f(x)=2a?

3. f(x)=sinx
4. f(xr) =coSx

5. f(z) =tanz
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Chapitre 2

Exponentielles et Logarithmes

Compétences a atteindre
1. Justifier le passage d’'une expression logarithmique (ou exponentielle) a
une autre.
2. Connaitre les propriétés du logarithme d’un produit, d’'une puissance.

3. Enoncer les propriétés communes d'une famille de fonctions logarith-
miques ou exponentielles.

4, Résoudre des équations et des inéquations logarithmiques ou exponen-
tielles simples.

5. Deriver des fonctions logarithmes ou exponentielles.
6. Rechercher des limites de fonctions logarithmiques ou exponentielles.
7. Interpréter un graphique en le reliant au probleme qu’il modélise.

8. Résoudre un probleme au moyen des fonctions logarithmiques ou expo-
nentielles.

2.0 Prérequis

Signe

1. Etudie le signe de

(a) 3z — 7

223
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(b) 22 — 5x +6
(c) 4 — 3z

(d) —2* —5x+6
(e) 2> —x+6

(f) 4o — 2> — 4
22 — 52 + 6
3r — 7
z? + 5246
2 +1
(i) 223 — 22 — 1

(9)

(h)

Dérivée et tangente en un point d’une fonction

2. La dérivée de f(z) =2 -2 —1est f'(z) =2r — 1.
Dresse le tableau de variation de f.
Trace ensuite le graphique de f.

Calcule la pente de la tangente au point (2;1) et trace cette tangente.
3. La dérivee de f (z) = —2? + 3z — 7 est f'(z) = —22 + 3.
Dresse le tableau de variation de f.

Trace ensuite le graphique de f.

Calcule la pente de la tangente au point (2; —5) et trace cette tangente.

Limite en un réel

4. Que signifie [z T2 1?
. igni m = -7
J 2—4 1
T — 2
L . 1 5
5. Que signifie [lim m = 4007

r— 2
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Limite a l'infini

6. Que signifi I 2?2 +1 L
. Que signifie m  —— = =7
J 222_5 2
r — +00
7. Que signifie 1 ! 07
. Que signi m @ ———— =07
’ (z—2)
T — —00
8. Que signifie 1 1-2° +o0?
. Que signi im ————— = +0071
’ (v —2)
T — —00

Incursion

9. Considérons Le fonction s:n — (0,5)" ou n est un entier positif.

(a) Calculez s(0), s(1), s(2), s(3) et s(4) et montrez qu’il s’agit d’une suite
g€omeétrique.

(b) Représentez les points obtenus.

(c) Que vaut lim s(n)?

n—-+0o00

(d) Prenons maintenant n entier négatif. Calculez s(—1), s(—2), et s(—3)
et ajoutez les points obtenus.

(e) Que vaut Lim s(n)?

(f) Pouvez-vous relier les points obtenus?

10. Pendant un certain temps, une population de bactéries double d’heure
en heure. A l'instant initial, la population est composée de 1 million de
bactéries.

(a) Etablissez un tableau, un graphique et une formule donnant Le nombre
de bactéries a l'instant initial et apres 1 heure, 2 heures, 3 heures.

(b) Avec le méme schéma, combien y aura-t-il de bactéries apres 1/2
heure, 1 heure et demi, deux heures et demi, 3 heures et demi?
Justifiez et complétez le tableau et le graphique.

(c) Combien y avait-il de bactéries une heure avant l'instant initial,
deux heures avant, trois heures avant cet instant? Complétez le
graphique.
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(d) Par combien est multipliée la population de bactéries de quart d’heure
en quart d’heure?

(e) Pouvez-vous relier les points obtenus?

Exemples de suites géométriques
e Les bactéries de l’exercice précédent, d’heure en heure.

e Les bactéries de l’exercice précédent, de demi-heure en demi-heure.

e La suite 2, 1,271 272 ..

Exposants rationnels

11. Calcule

(a) 43
(b) 92
(c) 275
(d) 85
(e) 252
(f) 0,0273
(g) 161
(h) 325
12. (Ex 21) L’'expression VP (x>0)

(i) Exprimez-la sous forme de puissance a exposant rationnel.

(j) Quelle expression lui est égale?

1:3

Bl 3 3 _ 5/,.2
13. (Ex 25) Un jeune enfant s’amuse avec une calculatrice a faire des ad-
ditions de nombres de plus en plus grands. Il commence par 1+1, puis

additionne le resultat a lui-méme, et recommence a chaque €tape.
Il effectue ainsi successivement : 1+1, 2+2, 4+4, et ainsi de suite.

Si n est un nombre entier non nul désignant le nombre d’étapes, quel
est le résultat obtenu par ’enfant apres n étapes?
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2.1 Exponentielles de base quelconque

2.1.1 EXxercice

1. Exprime les nombres suivants avec des exposants entiers positifs.

(a) 472
(b) 50,75

1\ L7

(d) 92.273
41,25

(€) 160,75

Exponentielle de base 2

27=292292222 =128

20 —1
g1 L
2
1 1
28 =_ =_
23 8
yr_ 11
25 V2
25 = /23 =/8
21 = v/23 = /8
2—%:%: 1
21 /23

Et avec 277

7 est compris entre 3,14 et 3,15.

Imposons que 27 soit compris entre 23 et 2319

2100 < 27 < 210

100/2314 < 271— < 100 2315

227
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Bien que théorique, cette méthode permet d’obtenir 2™ avec la précision
souhaitée

par exemple avec 23115 < 2™ < 231416,

Il est ainsi possible de calculer n’importe quelle puissance a exposant réel
de 2.

2.1.2 Théoréme de fondation

Il est aussi possible de calculer une puissance a exposant réel de n'importe
quel nombre strictement positif.t

CLLU

A partir de maintenant, a > 0 et a # 1.

Définition
La fonction qui a = associe a® est appelée exponentielle de base a et notée
exPq.

exp, : R— R:z —a”

erpy(x) = a®

Théoréme

La fonction qui a = associe a*

respecte les formules
a®.a¥ = a*™Y

(a:c)y = a%V

et est derivable dans R.

Ce theéoreme est admis.

1Ce n’est pas possible pour un nombre négatif.
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Exemples

ecxpy: R— R:x — 3" est l’exponentielle de base 3.
e expys: R — R:x— 0,5 est 'exponentielle de base 0, 5.

e cxpg : R — R : x — 10" est l'exponentielle de base 10 (exponentielle
décimale).

Propriétés

1) a” est strictement positif : a* > 0.

a" =1et quea' =a ce qui donne le tableau

T

2

N

8

a
01 pour les graphiques.
1

a

Exercice

2. A l'aide de la calculette, donne une valeur arondie (4 décimales) de

a) 2v3
N
0) (g)

c) (0,2)"

NG
) (5)

Dérivée

Connais-tu une fonction qui est egale a sa dérivee?
Il n'y en a pas dans le cours de l’annee passée...
La derivée d’une fonction exponentielle est un multiple de celle-ci :

exp,(z) = k.exp,(z) ou encore (CL‘I>/ — k.a®

Note que la constante k ne dépend pas de z mais bien de a.
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Variation
T
1l Sia>1 (a®)" | +
a® | N
T
2. Sia <1 (aa’)' —
a® N\

Limites et graphiques

3. a) Lorsque a > 1, lim a*=4+oc0cet lim a*=0
h——+00 h——00

Fais un graphique aveca=1,5 a =2 et a = 10.

9

8




2.1. EXPONENTIELLES DE BASE QUELCONQUE 231

b) Lorsque 0 <a <1, Lim a*=0et lim a* = +o0

h—+00 h——o0
Fais un graphique avec a =0,75 a=0,5 et a =0, 1.

10

9

8

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

Exercices

4, Calcule et interprete

(@) lim 4°
T——00

1 2
(0) lim <§>

(c) lim 277
T—r-+00

(d) lim (0,27)"°

T——00

5. Selon l’OMS, Le nombre de malade du SIDA était donné€, de 1984 a 1987,
par la formule f (t) = e*7"*0 ou ¢ représente le nombre d’années depuis
1984.

(e) Calcule le nombre de malades en 1985, 1986 et 1987. Interpréte.
(f) Fais un graphique.

(g) Exprime la variation de cette fonction.
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(h) Si le modele de I’OMS €tait toujours valable, combien y aurait-il de
malades cette année?

6. (Ex 22) Une culture de cellules, débutée au départ d’une seule cellule,
croit selon une loi exponentielle. On souhaite comparer les intervalles
de temps correspondant a différentes variations de population.

L'intervalle de temps le plus court est celui pour passer de...

(i) 1 a 2 cellules.
(j) 1 a 4 cellules.
(k) 1000 a 1500 cellules.

(1) 14000000 a 20000000 de cellules.

2.2 Exponentielle népérienne

Nous avons presque trouvé une fonction €gale a sa derivee :
(ax)’ = k.a*
Et bien, si k = 1, elle est €gale a sa derivee.
Si k=1 alors (aX) = a*.
Comme c’est trop long a écrire, on appele sa base e,
,
ce qui donne <6X> = €X.
C’est l’exponentielle népérienne.2,

e 2 718

2Leonhard Euler 1707-1783
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Exercices

1. Calcule la dérivée de f lorsque :
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2.3 Logarithmes de base quelconque

Trace le graphique de l'exponentielle de base 2.

Trace sa réciproque sur le méme graphique.
Cette réciproque est une fonction car

Elle est appelée “logarithme de base 2".
Son domaine est R car ’ensemble des images de 2 est Ry .
limlogox = —o0 car lim 2% =

x—0 T——00

et lim log,x = +00 car lim 2% = +o00
T——+00 T—+00
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Logarithme décimal

Lorsque a = 10, le logarithme est appelé logarithme décimal et note log.

x | 10" r |logx
0 1 1 0
1| 10 10 1
2 | 100 100 2
3 | 1000 1000 | 3
-1 0,1 0,1 | —1
—210,01 0,01 | -2

Tu trouveras cette fonction sur ta calculette.

Exercice

1. a) Ecris une relation entre log et expyo. Précisez bien les domaines.
b) Donne la valeur de [og100000 , logv/10 , z si logx = —3 .
c) Donne la valeur de logs381.

e) Donne la valeur de ZOQ5@ .
f) Donne la valeur de [0gs781 .

Formule fondamentale

Reprenons le logarithme en base 10, Log.
log100 = 2
log1000 = 3

log100000 = 5
Oui mais, 100000 = 100.1000.
Et bien, [og100000 = log100 + log1000!

Generalement :

loga (z1.22) = log, (x1) + log, (x2)
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Exemple

Le las a une fréquence de 440 Hz, le la, a une fréquence de 880 Hz et le laj
a une fréquence de 1720 Hz.

880 = 2.440

Si nous appliquons le logarithme décimal, cela donne :

log (lay) = log (2) + log (las).

En fait notre oreille percgoit une différence constante entre le las et le lay,
entre le lay et le las, etc.

Logarithme d’une puissance

Simplifions log,z?
log,a? = log, (z.7) = log,x + log,x = 2.l0g,x
Simplifions log,z?

l0gox® = log, (x.7.7) = l0gax + l0gex + logex = 3.10g,x
Généralisation : | [0g, 2! = p.log,x

Exercices

2. Ecris les expressions suivantes comme combinaisons lin€aires de logz
et logy.

(a) log/ry
(o) logsc3\/§

y2

3
x
3. Sachant que log2 = 0,30103 calcule :

(c) log

(a) logl6
(o) log0, 002
(c) log\/1024

4. Exprime sous forme d’un seul logarithme :

1
(a) loga — Elogb + logc
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(o) log25 — logh — log3 — loglh

(c) 3log2 — 2log3 + log81

Dérivée

/

1
l0gu) = —
(logar) = —

2.4 Logarithme népérien

Voici le graphique de l’exponentielle népérienne et celui de sa réciproque.

Indique 5 points de chaque graphique.

y=In(x)

237

Inx

La réciproque de l’exponentielle népérienne est appelée logarithme népé-

rien3.

3John Neper 1550-1617
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Dérivée

' 1
Vu que (log,z) = e
T

/

(Inx) :%

Calcul de k

k = Ilna

Par conséquent,

/

(a*) = Ina.a” et

r 1
- lna.x

(loga)

En particulier,

/

(107) = In10.10 et

/ 1

(logior) = In10.x

Exercices

1. a) Déterminez la pente de la tangente au graphe de f : x — 2% au point
(3;8). Tracez Le graphique et la tangente.
b) Déterminez la pente de la tangente au graphe de g : z — L0Q, = au
point (8;3). Tracez le graphique et la tangente.

2. Dérivées

!

2
(a) <3|.nx——> =
T
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(o) (ln3x)
(c) (z.ln

@ (2

Inz

(e) (Ln 1—45(3)) =
(f) (37 )
(g) (log, (322 —sinz)) =
() (i (422 =20 +1)°) =

() (Ex 22) (%) _

3. (Ex 23) On considere la fonction f définie pour tout nombre réel non nul

x par l'expression
3
f(x) :2+(a:—1)e“’—|—§l.n (z?)

Donne une €quation de la tangente a la courbe d’équation y = f (z) au
point d'abscisse r = 1.

(Ex 24) Etant donné la fonction f définie pout tout nombre réel x par
/(@) =1In (a*+ 3)

on considere la fonction g définie par g (z) = f (v — 1)

Sur quelles parties de la droite réelle g est-elle strictement décrois-

sante?

A l'épogque de Babylone, un préteur qui recevait 100 pieces d’or en ren-
dait 125 apres 4 ans.

Quel est, dans un systeme d'intéréts composés annuellement, le taux
d’intérét annuel (TA)?
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2.5 Quelques applications particuliéres des logarithmes
et exponentielles

Le pH
Chimie

Le pH permet de déterminer si une solution est plus ou moins acide. Cette
acidité est liée a la concentration en ions Ht de cette solution (ions H3O™
en solution agqueuse). La concentration est le nombre d’ions-gramme par
litre de solution, notée [H']. L’eau pure a 25° C a une concentration en
H;0% de 1077 : I’eau a un pH neutre.

Si une solution est plus acide, elle contient plus d’'ions H* (ex : si une
solution aqueuse a une concentration égale a 10~ , elle contient plus d’ions
H30O" que l'eau donc cette solution est plus acide que l'eau). La
concentration dans les solutions aqueuses varie de 10~ a 10%° (c-a-d de
0,00000000000001 a 3,1).

Depuis plus de 100 ans, la communauté scientifique a adopte la définition
du pH suivante :

pH = —log [H]

Le tableau suivant établit la correspondance :

Base — Acide

Concentrations [#*] | 107 | 1078 | ... [ 1077 | 107° | ... | 10°°
logarithmes —14 | —13 -7 | —6 0,5
pH 14 13 7 6 —0,5

Grace a ce changement, l’échelle des pH s’étend de 14 a - 0,5 au lieu de
0,00000000000001 a 3,1. Plus la valeur du pH est proche de 14, plus la
solution est basique (moins elle est acide) et, plus il est proche de - 0,5,
plus la solution est acide.



2.5. QUELQUES APPLICATIONS PARTICULIERES DES LOGARITHMES ET EXPONENTIE

Dilution d’'un médicament homéopathique

Médecine

La dilution est une étape de la préparation des médicaments
homéopathiques. Elle consiste a diluer une teinture-mere, contenant une
toxine, dans un solvant (eau ou €thanol) pour aboutir a des dilutions pour
lesquelles presqu’aucune molécule de la toxine n’est présente dans la
solution.

La dilution utilisée a l'origine par Samuel Hahnemann s’exprime en CH
(centésimale Hahnemanienne); elle s’effectue en prenant 1 volume de la
teinture mere et en complétant avec 99 volumes de solvant. On obtient
ainsi une dilution a 1CH = 1% = 0,01. La quantité de toxine est donc
simplement divisée par 100.

Oon répéte l'opération en prenant 1 volume de la solution a 1CH et en
complétant avec 99 volumes de solvant pour obtenir 2CH. La quantité de
toxine initiale est donc divisée par 10 000 en comparaison de celle de la
dilution initiale.

On réitere comme cela jusqu’a obtention en CH de la dilution souhaitee.

Si la teinture mere est a l’é€tat pur, sans dilution, et contient 10* molecules
actives (environ une mole), les dilutions successives contiennent en
molécules actives :

CH 1 2 3 4 10 | 11 |12 | >12
Nbre de molecules | 102 | 102 | 10'8 | 106 | ... | 10000 | 100 | 1 0
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Exercices

1. En ajoutant une solution basique a du vinaigre, on obtient une
concentration en H3O1 5000 fois plus petite que la concentration
initiale. Comment cette manipulation agit-elle sur le pH?

2. Pour que le pH d’une solution augmente de 4, comment doit-on agir
sur la concentration en H;0O* de cette solution?

3. Au depart d’une mole, combien de molécules toxiques contient une
dilution 9CH? Et une dilution 5CH?

4, écrivez les deux formules reliant la dilution CH a la dilution décimale
(dilution ordinaire du cours de chimie), notée x.



Chapitre 3

Calcul Intégral

Compétences a atteindre

1. Déterminer une primitive, calculer une integrale en utilisant les mé-
thodes classiques de substitution et d’intégration par parties.

2. Primitiver et integrer des fonctions logarithmes ou exponentielles.

3. Appliquer l'intégration pour determiner l'intégrale d’une fonction sue un
intervalle [a, b].

Introduction

Le calcul intégral a pour objectif de calculer

des aires délimitées par des courbes quelcongues

des volumes délimités par des surfaces diverses

des travaux de forces provoquant des deéplacements quelconques
des probabilités, ...

En un mot : une grandeur varie dans un intervalle, et un nombre intégrant
tout Lui est associe.

243
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3.1 Prérequis

Dérivée d’une fonction
Exercice

1. Calcule les dérivées suivantes :
(@) (22 + 7)) =
1 /
(b) <3x2 — 27 + —) =
T

3.2 Calcul numérique d’une intégrale

Considérons l'aire délimitée par les axes de coordonnees, la droite d’équation
r =1 et la fonction sin.

1244
1
1 A

05

-0.25 0.25 0,5 0,75 1.25 15 175 2

029
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Hachure cette aire. Nous pouvons obtenir une valeur approchée de cette aire
a l'aide de 4 rectangles.

Chacun de ces rectangles a pour base 0,25

et leurs hauteurs respectives sont sin(0,25) sin (0,5) sin (0,75) et sin(1).
Le calcul demandé est donc

Ay =0,25.5in(0,25) + 0, 25.5in (0,5) 4+ 0, 25.sin (0, 75) 4 0, 25.sin (1).
Faisons ce calcul a la calculette?.

Introduis la fonction et fais apparaitre le graphique :

mode Graph, Y1 = sinX, Draw. Si la position du graphe n’est pas intéressante,
change les valeurs Xmin, Xmax, Ymin, Ymazr dans le menu V — Window. Veille
a calculer en radians (Setup).

Passons au calcul. Tu peux obtenir sin (0,25), sin(0,5), ..., sin (1) au sein
d’une table : mode Table, Y1 = sinx (inchang€). Ensuite, dans le menu Rang
ou Set,

precise la premiere valeur de X, Start: 0.25,

la derniere End : 1
et le pas Pitch : 0.25 ou Step : 0.25.

Tu obtiens les réponses avec Tabl , sous forme d’une table a 2 colonnes. Tu
peux recopier cette table; vérifie la concordance avec le graphique.

Il reste a faire la somme des valeurs de la deuxieme colonne et a multiplier
par 0, 25.

Recopie d’abord, dans la calculette, cette colonne sous forme de liste. Sé-
lectionnez une valeur quelconque dans cette colonne, puis OPTN , menu List
puis LM EM et enfin Listl.

Additionnez les éléments de la liste. Mode RUN , OPTN et dans les menus
List , Sum (au fond a droite), List (retour a gauche) 1 et enfin EXE.

Pour obtenir l'aire totale des rectangles multiplions par leur base : 0, 25.

La réponse est Ay = 0,56 environ, ce qui signifie que l'aire totale des 4
rectangles est 0,56. Une chose est certaine : cette valeur est plus grande
que l'aire souhaitée (hachuree).

1Testé sur Casio Graph25. Casio est une marque déposée de Casio Computer Co.
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flxd=sinik}

rd

Pour améliorer ce résultat, nous pouvons utiliser 8 rectangles de bases deux

fois plus petites.
124

05

025

-0.25 0,25 0.5 0,72 125 15 175 2

0,29

Passons au calcul. Tu peux obtenir sin (0,125), sin (0,25), ..., sin (1) au sein
d’une table : mode Table, Y1 = sinx (inchangé). Ensuite, dans le menu Rang
ou Set ,

précise la premiere valeur de x, Start : 0.125,
la derniere End : 1 (inchangee)
et le pas Pitch : 0.125 ou Step : 0.125.

Tu obtiens les réponses avec Tabl , sous forme d’une table a 2 colonnes. Tu
peux recopier cette table dans ton cours.

Il reste a faire la somme des valeurs de la deuxieme colonne et a multiplier
par 0, 125.

Recopie d’abord cette colonne dans une liste. Selectionne une valeur quel-
conque dans cette colonne, puis OPTN , menu List puis LMEM et enfin List2.
Additionne les €léments de la liste. Mode RUN , OPTN et dans les menus
List , Sum (au fond a droite), List (retour a gauche) 2 et enfin EXE.
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Pour obtenir l'aire totale des rectangles multiplions par leur base : 0, 125.

La réponse est Ay = 0,51 environ, ce qui signifie que l'aire totale des 8
rectangles est 0,51. C’est déja meilleur.

En fait, en augmentant de cette maniere le nombre de rectangles, l'aire
obtenue est de plus en plus proche de l’aire cherchée, et méme aussi proche
qu’on veut de cette aire hachurée :

A= lim A,

n—-+00

Vérifie qu’avec n = 100, tu obtiens 0,46. Les valeurs se rapprochent ensuite
de 0,4597.

3.3 Intégrale d'une fonction continue dans [a;b]

Théoréme

Considérons f, fonction continue et positive dans [a;b].

&

L'aire délimiteée par l'axe X, les droites d’équations z = a et = = b et le

graphe de la fonction f peut étre obtenue par A = lim A,.
n——+00

(intégrale de a a b de f)

b
Ce nombre est noté / f(x)dx
a

Ce résultat est admis.
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3.4 Primitive d’une fonction

Définition

‘ Une primitive de la fonction f est une fonction F' dont la derivée est f. ‘

Exemples

!/

1. (2 =3z +2) =2z — 3, donc 2% — 3z + 2 est une primitive de 2z — 3.

!/

2. (sinx) = cosz, donc sinx est une primitive de cos .

3. Vérifie que z.lnz est une primitive de Inz + 1.

Propriété

En ajoutant une constante a une primitive, on obtient une autre primitive.

Exemples

1. 22 — 32 + 19 est aussi une primitive de 2z — 3.

2. sinx + 18 est aussi une primitive de cos x.

Mais bon sang, qu’est-ce que cela a a voir avec les intégrales ?

Théoréme d’existence d’une primitive

Si f est une fonction continue sur |a;b|, alors

pour x fixe dans |a;b|,

une primitive de f est donnée par

P - | jf(t) it




3.4. PRIMITIVE D'UNE FONCTION 249

Ce théoreme, illustré ci-dessous, est admis.

6 -

Fx)= a = 11.26

x0
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Calcul d’une intégrale a l’aide d’une primitive ou formule de
Leibniz-Newton

Si F est une primitive de f (continue sur [a; b)),

[ sz =rw) - £

Remarque

Ce résultat nous permet de calculer des intégrales a l'aide de primitives,
au lieu du calcul numérique (rectangles). Nous allons donc nous exercer a
calculer des primitives.

Notation

Vu son lien avec les intégrales, toute primitive de f sera notée /f(x) dz.
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3.5 Primitives immédiates

Tus connais déja des primitives

l'envers.

Fonctions de référence

Derivee Primitive
(k) =0 /0 dr =k
(z) =1 ldv =2+ k
n\/ __ n—1 D _ xp-i-l .
(") =n.x P dr = 1+kS|p7é 1

/—dl’_———l—k

/% de =2v/r + k

(sinx) = cosx

cosx dxr = sinx + k

/

(cosx) = —sinx sinx dx = —cosx + k
(tcmx)/ = 12 / 12 dr = tanx + k
cos*x cos*x
(e) = e" e"de=e"+k
(lmc)/:i /édx:ln|x|+k

- il suffit de lire les formules de dérivation a

Lorsque tu cherches une primitive d’'une somme, il suffit de chercher une
primitive de chaque terme et d’additionner, car (f +g) = f/ + g'.

Idem pour un multiple, car (k:.f)/ = k.f.
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Exercices

1. Calcule
1

1
16 3
1)/x dx 4)/23: —Tx+4dx 7)/2\/5_C052:de
) 2 5
2)/8dm 5)/COSx+Slnxd:c 8)/ﬁ—4v:c3d:c
T

3)/%dl’ 6)/§da: 9)/4‘”+ezdx
T 3x

2. Calcule

1 1 2
1) /—Qda: 4) /5C05:de 7) /2:1:3—79524—5(19: 10) /Md
T T

2)/\/de 5)/3.8%9: 8)/(2x—3)(3—x) da

1 2
3)/ dx 6)/—12dx 9)/:1: +1dx
43;3 72

3. (Ex 25) On considere la fonction f definie pour tout nombre réel x # 0

vérifiant :
fa)=1
et dont la dérivée vaut :
3
/ I |
ff(x)=12"— p}

Que vaut f(2)?

Exemples d'utilisation
3

5

x
4. Pour calculer / zt 4+ 5dz, il suffit de remarquer que /x4 +5dx = = + dx

1
xd xd

et de calculer |— + bx — | — + bz .
5 =3 5 r=—1

Termine le calcul.

1
5. Calcule / sinxdz a l'aide d’une primitive.
0

4
6. Calcule / E (z) dx.
0

o
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3.6 Primitivation par substitution

Dérivation des fonctions composées (rappel)

1. (sin (2z)) = cos (2z) . (2z) = 2cos (2x)

/ 1 / 1
2. (Va? — bz +6) :2\/m.(x2—5x—|—6) :2\/m

(22 —5)

Primitivation par substitution

Pour calculer /costdx,

posons t = 2x et dérivons 2z en notant

dt = (Qx)/ dz, c'est-a-dire
dt = 2dx ou encore

1
—dt = dx
2

e 1 1
En remplagant dans la primitive, [ cos2z dx = cost§dt =3 cost dt

1
= —sint = 55@'722:1:

2

Tu as ainsi utilisé le théoreme de dérivation des fonctions composées a
l’envers, ce que tu vérifieras en deérivant le résultat.
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Exercices
Calcule 5 L3
2 B -3 rTTo
1)/ (:z: 1) dx 7)/332 3x+4 13)/mdx
2
)/ . 8)/ —$2_3x+4d:€ 14) /00324xdx
3) /101’003 d 9) /emdac 15) /Sin4a}dﬂc
. 2 g0 a9)2 43
/0032 1) dr 10) /(x 1) (22° — 4z — 3) " du / dx
5) /4e4f3dx 11) /%dw 17)/
(322 +4) 1 - 96

6)/2%—_5@: 12) /562\/£U3+5d:€ 18)/—+9da:
rc—Ddr+3 e’

3.7 Primitivation par parties

Formule

/f-glzf-g—/f’-g

Exemple

Calcule / T.s1nx dx

La difficulté provient du fait que le produit de x par sinx est ineffectuable.

Cela signifie que les deux symboles x ne peuvent étre combinés car le
deuxieme est la proie de sin.

En revanche il s’agit du produit de fonctions derivables/primitivables. C’est
le terrain de jeu de la primitivation par parties.

{ fay== { fx) =1
g (z) = sinx g (x) = —cosx

/:z:.sz'n:zs dr = —x.cosx — / —cosx dx = —x.cosx + sinx
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Remarques

1. La formule de primitivation par partie ne fournit pas la réponse; elle
remplace juste la primitive de l’énoncé par une autre.

_ f (z) = sinz R o o
2. Le choix , conduit a une primitive plus compliquee que
g (r)=1x
l’énonce.

3. Le passage de ¢’ (z) a g (z) est a l'origine de l'expression “primitivation
par parties”.

Exercice

Calcule

1)/ac.cosxdac 4) /xQ.e:”dac 7)/2x2.0033xd1‘ 10*)/lmcdx
2) /a: .sinx dx 5) 8) /(295—3) Anzx dx 11*)/

z.lnx dx

x.sin (3z) dz 9) [ z.(2°+1) da

——

3)/x2.lnxd:c o)

3.8 Exercice récapitulatif

1. Calcule

20 +1
1)/\/503:(: 5)/ L dx )/ 2a:+ dz
6—x r:+r+3

l
2) /ﬂda: o) /sz’n3xda: /ln—xdx

.I'Q
tanm

_ A2r-3 _ 3x —5x+2
3)/5\/5 42 dx 7)/(6x dx 11)/003 >
4) /xQCosxda: 8) /(332—2x) Inx dx

2. (Ex 24) Que vaut [e 2@ |n (z)dz a une constante additive pres?

162°.Inx dx
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3.9 Calcul d’intégrales a I’aide de primitives

Formule de Leibniz-Newton (rappel)

[ 1wy =re) - @

ou I est une primitive de f (fonction continue...).

Exercices
1. Calcule
1 4 T — 2
1)/ 200 — x + 1dzx 4)/;U\/:U2—|—4dx 7)/ dx
-1 2 :U2 437 + 3

i
—2
2)/ (1—2)* da 5)/ sin’x.cosz dx 8)/ - 5 dx
0 9 (22 —4x+3)

1 In%x 2x
3) / 2" dx 6)/ ——dx 9) / ———dx
0 0 V7ri+1
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Chapitre 4

Géométrie et Algebre

Curieux mélange

Il peut paraitre etonnant de mélanger l'algebre et la géomeétrie.
Dans les images de synthese les points se déplacent par calcul (ordinateur).

La géométrie analytique nous permet de résoudre des problemes geome-
triques par calcul.

Compétences a atteindre
1. Interpreter geometriquement les solutions d’un systeme d’eéquations a
trois inconnues.

2. Etablir l'orthogonalité (perpendicularité) ou le parallélisme de deux vec-
teurs.

3. Utiliser les principes d’equivalence pour résoudre des systemes d’équa-
tions linéaires.

257
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4.0 Prérequis

2z + 3y = —4

Resous le systeme d’équations
rT—2Yy=25

Le but est que ces deux €quations soient simultanément vraies.
La premiere est vraie si x = —2 et y = 0, ce qui se note (—2;0),

Mais la seconde est fausse (-2 =15)!

La seconde est vraie siz =5 et y = 0, ce qui se note (5;0),
Mais la premiere est fausse (10 = —4)!

Pour ne pas perdre notre temps,

nous allons utiliser la méthode des combinaisons.

Il s'agit de remplacer la premiere €quation, trop compliquee,
par une somme de multiples des deux équations.

Tu peux utiliser n'importe quels multiples, mais l'intérét est d’obtenir une

équation simple, par exemple sans X.
Si la premiere équation reste inchangée (x1)

et la seconde multipli€ée par -2 en les additionnant les x disparaissent !

20 +3y=-4| 1 (2z — 2x)
rT—2y=>5 —2 rT—2y=>5
Il faut faire la méme chose avec les y :
Jy+4 , Ty =(—4—10
(3y v) et avec les termes independants : y=( )
r—2y=2>5 rT—2y=>5
y = . . Lo y=—2
et il reste aremplacer dans la seconde equation:
r—2y=>5 r—2.(-2)=5

Nous obtenons la solution (1; —2).
Tu peux la vérifier.

y=2x+7

Reésous le systeme d’équations .
y=-—-x+1

La méthode des combinaisons fonctionne. En voici une autre :

—x+1=2x+7 —3r =06 r=—2
< <
y=—-x+1 y=-—-x+1 y=2+1

Nous obtenons la solution (—2;3).
Tu peux la vérifier.
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Exercices

1. Résous les systemes suivants par la méthode de ton choix.

y=3r+5
(a)
y=x+3

y—3r = —95
(o)
6x — 2y =4

3r —y =4
(c)
20 — 3y = —12

3r+y=-5
(d) ’
y=—3z+3

dor — 2y = —3
(e)
20 — 3y =1

2. La translation 67’ est la translation qui applique le point () sur le point
P.

Construis les figures demandées.

(a) Le segment [QP] et son image par la translation .
(b) Le segment [QR] et son image par la translation Cﬁ’
(c) L'image du cercle C par la translation .

(d) L'image du point S par la translation ¢.

(e) L'image du point T par la translation — ¢ .

(f) L'image du cercle ¢ par la translation .

(g) Trace les segment [PS], [SS'], [P'T] et [TT].
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=l

<

|~

4.1 Points et vecteurs

4.1.1 Point de l'espace

Dans l’espace rapporté a un repere, tout point P est représenté par ses 3
coordonnées.

.v‘fx
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Dans tout ce qui suit, le repere sera orthonorme, c’est-a-dire que ses axes
seront perpendiculaires et porteront la méme unité.

Chaque coordonnée s’obtient alors a l’aide d’un plan perpendiculaire a l'axe
concerne.

Exercice

1. Dans le repere (O 1,J,K), détermine les coordonnées des points D, E, F,

G.
D E C
Z
A B
K G
F
O J C
Y
/X
A,'
Bl
Remarque

Le repere est de plus en plus souvent dessine ainsi :

Zaxis .-~ . e point (2,3,1)
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4.1.2 Distance entre deux points

Si le repere est orthonormé, la distance entre A et B est donnée par
|AB| = d(A; B) = \/(l'B - 9CA)2 + (yB - yA)2 + (ZB — zA)Q.

Norme d’un vecteur

La distance entre les points A et B est aussi la norme du vecteur E qui se

note |15

Exercice

2. Determine la longueur des coteés du triangle ABC’ (figure precedente).

4.1.3 Vecteur de l'espace

Un vecteur est formé de deux points et un ordre.

7 H
Ainsi, les points A et B definissent les vecteurs @ et BA.
A est l'origine du vecteur 1@; B en est l'extrémite.
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\

i

Si, dans un repére de l'espace, les coordonnées

du point A sont (z4,%4,24) et les coordonnées du point B sont (23,935, 2p)

alors les composantes du vecteur z@ sont (xp — TA, YB — YA, 2B — 24)-

Ce sont les nombres a ajouter aux coordonnées de A pour obtenir celles de
B.

Exercice

3. Dans la figure ci-dessous,

détermine les composantes des vecteurs DZ? et ﬁ

Z
D B C
A \
G
K
F
c
0O ]
1
A

Le vecteur est un objet a la fois de l'algebre et de la géométrie.
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Relation de Chales!?

AB+ BC = AC

Cette relation exprime que le déplacement de A a B

suivi du deplacement de B a C donne le déplacement de A a C.
Cette relation est un mélange subtil

d’algebre (+ =) et de geometrie (A B C).

IMichel Chasles (1793-1880), mathématicien frangais
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Seul le vecteur permet de faire cela.
On n’additionne pas des droites et on ne fait pas d’'intersection de nombres'!

Composantes

Cette relation fonctionne aussi sur les composantes des vecteurs.

AB

BC
AC

Généralisation

Toute operation sur les vecteurs
donne la méme operation sur les composantes.

Les vecteurs ont €té inventés pour ¢a!

Multiplication d’un vecteur par un nombre

Dans un repere, si ¥ (vy; va; v3)

alors les composantes de k. sont (k.vy; kovg; kovg).

Géomeétriquement
Soit 7 un vecteur non nul et k un reel non nul.

Lk est un vecteur :
e de méme direction que K

e de méme sens que o si k>0 et de sens contraire a ¥ si k <0
e de norme égale a |k|. || 7.

Si le vecteur ¥ est nul ou si le réel k est nul, le vecteur kW est nul.

Vecteurs paralléles

Deux vecteurs sont paralleles ssi I’'un d’eux est multiple de l'autre.

Trois points A, B, C sont alignés ssi ﬁ est un multiple de 1@
c’est-a-dire ssi AD — kﬁ



2606 CHAPITRE 4. GEOMETRIE ET ALGEBRE

4.1.4 Produit scalaire de deux vecteurs

Le produit scalaire de deux vecteurs est un nombre qui peut se calculer de
3 manieres.

1) AB e AC — HAé .HA(? cosf
c
A 0
B
2) AéoAC\':AéopAB (@) :1@01@
c
A
o
B

3) jﬁ o ﬁ = Ty Ty + Yu Yo + Zu-20

oU (Zu; Yu; 2u) €t (T4 Yy; 2,) SONt Les composantes des vecteurs dans un repéere
orthonormé de l'espace.

La deuxieme maniere de calculer peut s’exprimer ainsi :
Le produit scalaire de deux vecteurs est €gal au

produit de l'un par la projection orthogonale de L'autre sur Lui.

Exercices

4. L'unité €tant la longueur du cote d’un carrée, calcule
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Z

A

(a) 1@03?
(b) B?OB?

(c) B?QB—A

5. Sachant que?(?); —2;3) o (3:3;-1) A(—1;2;3)

) 95

calcule

(a) ?7
(b) AD. T

6. Calcule 7.7 sachant que
@ 7 (23 -1) 7 (-2:3:3)
(t) H?H —3 1T =5  o=45°

(c) H?H —3 1T =4  9=150.

267

7. (Ex 21) Dans un repere orthonormé du plan, A (0;3) B (3;6) et C (4;4).

Que vaut cos ABC'?

8. (Ex 25) Dans le plan euclidien, on considere quatre points P, Q, R, S qui

forment un carré PQRS de cotes de longueur 2.

Que vaut le produit scalaire ]@ ) R??

4.1.5 Vecteurs orthogonaux

Deux vecteurs sont orthogonaux ssi leur produit scalaire est nul.

ﬁL@@@O@ZO

Concretement, deux vecteurs sont orthogonaux ssi leurs directions sont per-

pendiculaires.
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Exercice

9. Calcule les angles du triangle ABC’ du parallélépipede rectangle du
début de la section.

4.1.6 Exercices
Combinaison linéaire

Une combinaison lin€aire de vecteurs est une somme de multiples de ces
vecteurs.

—
10. Soit le vecteur OA(2;-1;3). Calcule les composantes des vecteurs O?
et OC tels que

(a) 208 — OA = 404

H
(m258—42A:528—25Z

11. Dans le parallélogramme ABCD, exprime les vecteurs suivants comme
combinaison linéaire des vecteurs OF et 0.

) c
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12. Exprime les vecteurs suivants comme combinaison lin€aire des vecteurs
07 et 03

(a) 07
(b) OP
(c) ﬁ

(d) JN
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13. Sachant que R? = 3@, exprimez ﬁ comme combinaison lin€aire de
zﬁ et AC.
R
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4.2 Systeémes linéaires d’équations a trois incon-
nues

Il est toujours possible de faire apparaitre, dans un tel systeme, un systeme
de 2 équations a 2 inconnues. Apres resolution d’un tel systeme, il reste a
résoudre la troisieme €quation.

Exercices

1. Résoudre

([ 2c+y=5

(a) r— 4y = -2
(T +y+22=1

2 +y=1

(b) xr—4z=—11

( t+y+22=6
2r4+y—2=-3

(c) r—y—4z=-20

| z+y+22=10

2. (Ex 22) Un étudiant a présenté successivement trois examens. Si au
quatrieme examen il obtient une note €gale a celle du premier examen,
sa moyenne (des quatre examens) vaudra 10;

si a ce quatrieme examen, il obtient une note €gale a celle du deuxieme
examen, sa moyenne vaudra 12 et enfin

s'il obtient une note e€gale a celle du troisieme examen a ce quatrieme
examen, sa moyenne vaudra 14.

Quelles ont été, dans l'ordre chronologique, Les notes des trois premiers
examens?

3. (Ex 22) Un couple se lance dans l’élevage de chiens et planidie le volet
dinancier relatif a cette activite.

Chaque anné€e, une somme F rassemble les frais fixes incompressibles
(batiment, chauffage, eau, €lectricite). Un autre poste de dépense est
consacré aux frais de nourriture et de vétérinaire. Les frais annuels de
nourriture sont estimés a un montant B par chien adulte et a douze



272

CHAPITRE 4. GEOMETRIE ET ALGEBRE

euros par chiot. Les frais vétérinaires sont évalués annuellement a un
montant V par adulte, le suivi des chiots €tant comptabilisé dans le
suivi de la mere.

Sachant que le prix de vente d’un chiot est de 1200 euros, que l’éle-
vage comprend NV, femelles adultes et NV, chiots, que tous les chiots
sont vendus a la fin de l'ann€e, laquelle de ces quatre formules mathé-
matiques décrit correctement Le beénéfice annuel du plan comptable de
cet €levage?

(a) (1200 —12) N, — N, (F + N,V + B)
(o) (1200—12)Ny (F+ N, (V + B))
(c) (1200 —12) N, — (F + N,V + B)
(d) (1200 —12) N, — (F+V + B) N,

(Ex 23) Le patron d’'une jardinerie a trois types de fertilisant pour le
gazon : F, F5 et F3

contenant respectivement 30%, 20% et 10% d’azote.

Il projette de les mélanger pour obtenir 500 kg de fertilisant contenant

15% d'azote et souhaite que ce mélange contienne trois fois moins de
fertilisant de type F] que de type Fs.

Si on note py, po, p3 les masses respectives en kilogrammes de Fi, F5
et I3 intervenant dans ce mélange, que vaut (pi; p2; p3)?

(Ex 25) Le prix d’entrée pour une piece de théatre €tait de 10 euros
pour les etudiants, 15 euros pour les seniors et 20 euros pour toutes
les autres personnes.

On sait que parmi les 500 billets qui ont €té vendus, pour un total de
6500 euros, il y avait trois fois plus de billets au tarif €tudiant que de
billets au tarif senior.

Quel est, en euros, le montant obtenu par la vente des billets au tarif
etudiant ?
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Retenir et appliquer (m45)
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Chapitre 1

Trigonométrie

1.0 Prérequis

A retenir
Rappels

e Définition : Deux triangles sont isometriques lorsque les cotés de Ll'un ont
des longueurs €gales aux cotés de l'autre.

Exemple

a=d

Les deux triangles sont isométriques car { b=

c=c

e Propriété : lorsque deux triangles sont isomeétriques, leurs angles respec-

A=A
tifs ont mémes amplitudes. { B =1’
C=C

275
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Critéres des triangles isométriques

e Deux triangles sont isomeétriques ssi ils ont un angle de méme amplitude
compris entre deux cotés de mémes longueurs. (cote - angle - cote)

o Deux triangles sont isometriques ssi ils ont un cété de méme longueur
compris entre deux angles de mémes amplitudes. (angle - cété - angle)

e Définition : Deux triangles sont semblables lorsque leurs cotés respectifs
sont proportionnels.

Exemple

Bl

a = 2a
Les deux triangles sont semblables car ¢ ¥ =2b
d =2c

e Propriété : lorsque deux triangles sont semblables, leurs angles respectifs

A=A
ont mémes amplitudes. { B=PB
C=C

Critéres des triangles semblables

e Deux triangles sont semblables ssi ils ont un angle de méme amplitude
compris entre deux cotes de longueurs proportionnelles. (cote - angle - cote)

e Deux triangles sont semblables ssi ils ont un cote de longueur
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proportionnelle compris entre deux angles de mémes amplitudes.

(angle - coté - angle)

Triangles rectangles

Soit le triangle ABC,
rectangle en B.

sin d'un angle aigu dans un triangle
rectangle est egal au rapport du coté
opposé a cet angle a l’hypoténuse

cos d'un angle aigu dans un triangle
rectangle est egal au rapport du cote
adjacent a cet angle a I’hypoténuse

tan d’un angle aigu dans un triangle
rectangle est egal au rapport du cote
opposé a cet angle au cété adjacent

Le carre de l’'hypotenuse...

Somme des angles intérieurs

277

C

b hypoténuse a

O

A ¢ B
. -~ a
SinA = —
. b
sinC = -
¢ b
~ cC
COSA=-
. B
cos(C ==
¢ b
tanA:g
. ¢
tanC = -
a
b2 = a? + 2
A+C =90°

NB : Il faudrait dire «longueur du coté opposeé »... «longueur de L'hypoté-

nuse ».

Valeurs remarquables

30° | 45° | 60°

sin
cos

tan
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Réponses aux exercices

Il y a deux types de formules.

e Celles qui contiennent l’hypoténuse : SOH, CAH et Pythagore.

CHAPITRE 1.

TRIGONOMETRIE

e Celles qui ne contiennent pas l’hypoténuse : TOA et 90°.

Regarde bien les données et choisis une formule qui ne contient qu’une in-

connue!
1. Isole
U
R=—
(a) 7
(o) v = C—l
ot

(C)r:\/ESiTEO
T
(d)r:@/ﬂ—‘; sir>0

(&) y ="
e)y=—
Y70
4y + 5
(f) o =2
3
(a) y — D—x
(h) v — 5 —3x
YT
2 _ P2 2
a®—b"—c
i) d=
( —2bc
2. Premiere série : un angle aigu et un cété sont donnés. C2
Soit le triangle ABC rectangle en B. Complete le tableau.
a b c A C
17 cm 21,01 cm 12,35 cm 54° 36°
9,51 cm 13 cm 8,87 cm 47° 43°
17 cm 58,15 cm 55,60 cm 17° 13°
http ://tetramath.jean-luc-goffin.be/trigonometrie
3. Deuxieme serie : deux cdtés sont donnés. C2

Soit le triangle ABC rectangle en B. Complete le tableau.
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a b C A C

3 cm 5cm 4 cm 36,87° 53,13°

17 cm 20 cm 10,54 cm 58,21° 31,79°

8,31 cm 13 cm 10 cm 39,72° 50,28°

http ://tetramath.jean-luc-goffin.be/trigonometrie

4, (Ex 23) Le périmetre d’un losange vaut 80 m et ['amplitude d’un de ses
angles vaut 60°.

Que vaut l'aire definie par ce losange?

Dans le triangle rectangle OBC,

|BC| =20

Aire du losange : 2 |OB||0OC| = 2.20.5.20.

|OB| = 20 sin 30°

|OC| = 20 cos 30°.

1

V3

2

200+/3 m?2.

5. (Ex 24) Un triangle rectangle définit une aire de 200/3 cm? et un de ses
angles a une amplitude de 30°.

Quelle est la longueur (en cm) de son hypotenuse ?
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B = 30° v = 60° be = 400v/3
V3 V3

b=ctan30° = ez = c?c:zloo\/ﬁ = 2 = 1200

21

B2 — 2= — 400
“3

a’>=b>+c>=1600 Reponse : 40

1.1 Angles dans le cercle trigonométrique

A retenir
Définitions

Un angle est formé de deux demi-droites de méme origine.
Cette origine est appelée sommet.

Un angle orienté est un angle dont les cdtés ont un ordre. Le premier cote
est appelée origine de l'angle orient€ et le second cote est appele extrémite.

Le sommet est noté S sur le dessin et la fleche indique l’ordre.
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- 15B

Les angles orientés ASB et BSA different donc essentiellement par leur sens.

o Une mesure de l'angle orienté ASH , notee ‘A/ST% , est l'amplitude de l'angle

de la rotation de centre O qui applique le cote origine [OA sur le coté extre-
mite [OB.

Définition du cercle trigonométrique

Dans le plan muni d’un repere orthonormé, le cercle trigonométrique est le
cercle

e centre a l'origine du repere

e dont le rayon est 1 (1 unité)

e dont l'origine est Le point F (1;0)
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e Oriente positivement.
1.2

o

CHAPITRE 1. TRIGONOMETRIE

E

-1.4-12 {1 -0.8-0.6-0.4-0.2

-1.2

Propriétés

0.2 04 06 038

12 14 16

1. Tout angle orienté o est représenté par un point A sur le cercle trigo-

nomeétrique.

Deux angles orientés sont representés par deux points differents et
tout point du cercle trigonométrique correspond a un angle orienté.

0.5

B

A

0.5 1.5

2. Dans le cercle trigonomeétrique, tout angle orienté possede plusieurs

mesures.

Elles different l'une de l'autre de 360°, c’est-a-dire d’un tour complet.
Un angle oriente a donc une infinité de mesures equivalentes :
elles different entre elles d’un multiple entier de 360°.
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Si nous voulions toutes les rassembler en une seule formule, nous dirions
que l'angle AOB a pour mesures en degreés ’AOB‘ = 60°+£.360° (k € Z,

correspondant a «un certain nombre entier de tours »).

Réponses aux exercices
Incursion

Les angles mesurent 55,5° (55° et 56° sont de bonnes réponses) et 155,5°
(155° et 156° sont de bonnes réponses).

Mesures d’un angle orienté dans le cercle trigonométrique

Autres mesures possibles :

1. [AOB| = 420° car 420°=60° + 360°
—~N=
1 tour

2. |AOB| = —660° car —660°=60° — 720°
—_—
2tours

3. |AOB| = 1140° car 1140°=60° + 1080°
—
3 tours

Exercices

1. Représente et determine 2 mesures positives et 2 negatives.

0.5

-1.5 0.5 1.5
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(a) —12° —372° 348°
(o) 150° —210° —570°
(c) —135° —495° 225°
(d) 320° —40° —400°
(e) 210° —150° —510°

708°

510°

585°

680°

570°

CHAPITRE 1.

2. Donne la mesure appartenant a l'intervalle [0°;360°].

(a) 150°
(o) 210°
(c) 0°

(d) 260°

(e) 170°

1.2 sin, cos, tan d'un angle quelconque

A retenir

TRIGONOMETRIE

Ajoutons a coté du cercle trigonométrique l'axe t, parallele a l'axe vertical,
passant par (1,0) et avec lLes mémes graduations.

Si A est l'unique point du cercle trigonométrique déterminé par l'angle orien-

te d’amplitude o, alors

e le sinus de o (Sin ) est l’ordonnée du point A

e le cosinus de a (COS o) est l'abscisse du point A

e la tangente de « (tan «) est la graduation sur l’axe des tangentes du point
d’'intersection avec la droite OA.
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to‘]

sin(a)

tan(a)
Valeurs remarquables
0°130°]45°|60°|90°|180° | 270°
sin| o L V2 V3 1 0 —1
aFaE
COS | 1 > |5 | 3 0 —1 0
tan | 0 ? 1 [ V3] 0 |72

Moyen mneémotechnique

Il est ais€ de retenir les sinus et cosinus pour les angles particuliers 0°, 30°,
45°, 60° et 90° si on ecrit le numérateur sous forme de radical, dans l'ordre :

. VO V1 V2 V3 VA4 . 1 V2 V3
r le sinus : —, —, —/—, —, —, i donne 0, -, —, —, 1
e pour le sinus 5 3 5 5 g ce qui do eO2 5 o
V3 V2

e pour le cosinus : 1, , 0, c’est-a-dire l'inverse!

1
2" 272



286 CHAPITRE 1. TRIGONOMETRIE

Signe des nombres trigonométriques

sina>0 sina>0
cosa<O0 cosa>0
sina<0 sina<0
cosa<0 { cosa>0

Conditions d’existence et valeurs prises par les nombres trigonométriques

1. Tout angle a un sinus et un cosinus.

2. Quel que soit l'angle orienté dont une mesure est o,
—~1<sina<1
—1<cosa<l

3. Les angles droits (positif et negatif) n‘ont pas de tangente.
La tangente d’un angle orienté (dont une mesure est a) existe si et
seulement si
a # 90° + £.360° et a # —90° + £.360°
ce qui peut se résumer par
Conditions d’existence : a # 90° + £.180° (keZ)

Réponses a l’exercice

1. Représente Sina, COSa et tana puis donnes-en une valeur approxi-
mative.
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t
1.5
tan(a)
A
sin(a)
0.5
sina =0,78
a E
(a) 0%0s(a) Cosa =0,63
tana=1,25
-1.5
t
15
sina = 0,47
E
(o) 05 cosa = —0,88

tana = —0,53

rtan(a)
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25

(c)

tan(a)

cos(a) /G

sin()

1.3

formule de tan

CHAPITRE 1.

sina 2 —0,93
cosa = —0,37
tana 22,51

sina = —0,74
CoSa = 0,67
tana=—-1,1

Formule fondamentale de la trigonométrie et

Quel que soit l'angle orienté dont une mesure est a,

sina + cos?a =1

TRIGONOMETRIE
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Formule trigonométrique de tana

ou o est une mesure d’un angle quelconque non droit.

Réponses a l’exercice

2
1.5
@
(d (c)
0.5
E
-2 -15 1.5 2
-1.5
-2
« sina | cosa | tana | sina +cos?a | tana sina CoS tana
110° 0,9 | -0,3 -3 0,9 -3 0,9397 | -0,3420 | -2,7475
246,12° | -0,9 | -0,4 2,3 0,97 2,25 | -0,9144 | -0,4048 | 2,2588
49° 0,8 0,7 1,2 1,13 1,14 | 0,7547 | 0,6561 | 1,1504
131° 0,8 | -0,7 | -1,2 1,13 -1,14 | 0,7547 | -0,6561 | -1,1504
Remarques

1. Avec des valeurs approximatives de sin et cos, on a obtenu une erreur
sur sin’a + cos?a allant jusqu'a 13%.

2. Les points (c) et (d) sont symétriques.
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Exercices supplémentaires

1. Démontre que 1 + tan?a = ———.
cos?a

: sin a
Suggestion : utilise sina+ cos?a=1et tana =

cosa

2. Sans utiliser la calculatrice , détermine la valeur de chague nombre
trigonomeétrique de « si

A 2413
(a) a est dans le méme quadrant que —735° et cosa = 3
. . 4 . 9
Reponses : a est dans Q.. sin®a + 5= 1 sin’a = 3
. 3 3.v1
SN = — = — 3 tana = ——
V13 13 2
(b) a €@, et tana = -2
Reponses : 1+4=—— cos?a =
\/_cos a s
1 5 . 24/5
V5 5 5
. 1
(c) sina>0 et cosa = -3
. . 1 . 8 . 24/2
Reponses : sina + 5= sin® o = 5 sina= —\3/_
tana = —2v2
. 3
(d) tana >0 et sina = —=
Ve 4 3
Reponses : cosa = —F et tana = 1
7
(e) cosa <0 et tana = o
REponses : cos 24 et sin !
. o= —— o= ——
P 25 25
1
(f) a € [-90%90°] et tana =
’ 1 1 16
Reponses : 1+ — = cos?a = —
P * 16 cos?a @ 17
4 44/17 . 1 V17
CoOSa=— = —— sinNa= — = ——
V17 17 Vit 17
. 5)
() tana <0 et sina = —
% 25 11 V11
Reponses : — +cos?a =1 cos?a = — Cosa=—
36 36 6

5 _5VTT
V11 11

taha = —



Chapitre 2

Fonctions

http ://tetramath.jean-luc-goffin.oe/fonctions

2.0 Prérequis

A retenir

Dans tout ce qui suit, a est un nombre réel différent de 0.

Formules des puissances a exposants entiers

al.am = Pt

(@) = a”

Convention

1
al =~

a
Conséquences

7370 = 73S — 78
7370 = 735 — 72

1
-3 -5 _ ~»-3+(-5H) _ »—8 __
73775 =773+(=5) = 7 =

291
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a2-b2=(a-b).(a+b)

Cette formule est tellement célebre que du vocabulaire a été inventé :
a + b est le bindme conjuguée de a — b.

a — b est le bindme conjugue de a + b.

Lorsqu’on multiplie un bindme par son conjugué,

l’expression devient une simple soustraction de carrés.

Exemples avec V2—5Va2+2—5etvVil+r+1—=x
(V2-5).(V2+5) = (V) = 5 = 23

(Va2 +2-5). (Va2 +2+45) = (Va2 +2) =52 =22+ 2 - 25 — 22 — 23

(Ve Fz+l-a). (V2 fati+a)=(V2tao+1) —a?=a2+a+1-a2=x+1

Racines carrées et cubiques

Définitions

e Une racine carrée du nombre a est un nombre dont Le carré vaut a.
X est une racine carrée de a si et seulement si 22 = a.
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e Une racine cubique du nombre a est un nombre dont le cube vaut a.

X est une racine cubique de a si et seulement si 23 = a.

-9 ne possede pas de racine carrée,

car un carré est toujours positif, il ne peut valoir -9.
Seuls les nombres positifs ont une racine carrée.

9 en a méme deux : 3 et -3.

En effet, 32=9 et (-3)2=9 aussi!

Définition

Ja est la racine carrée positive du nombre a.
Condition d’existence : a > 0.

Propriétés

e Tout nombre strictement positif a possede deux racines carrées opposees,

notées \/a et —/a.
e /0=0

/' n'existe que si a est positif
Vva

\,  designe un réel positif
L’équation x2=a

Complete le tableau.

a>0 a=0 a<0
=5 2 =0 2 =—16
Remarques

e Pour éviter de lire \/a «racine carrée positive de a »,
on lira y/a «radical de a ».
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V=

Par exemple,

sia=7,V49=17=]7|.

sia=—9,v81 =9+ a.En fait, V81 =9 = |-9| = |a| = —a.
Propriétés

1. va.b= \/5\/5 ou a et b sont des nombres positifs.

2. Va+b<./a+ Vb ou a et b sont des nombres strictement positifs.

Exposants rationnels?

Dans cette formule, p et r sont des entiers (r > 0) et a > 0.

Pourquoia > 07

Parce que a? = vVa! = \/a

et ce bon vieux radical ne mange que des nombres positifs.
Eta=07?
02 = v/0! = v/0 = 0 pas de probléme, mais

2 1 . .
=+Va!=,/- etla¢a coince!
a

N

a-
Exemples

85 =8 =/64=4
1 1

a 2 = — —

a:  Va'

Fonction du premier degré

e Une fonction f est du premier degre si f (z) = mx + p avec m # 0.
e m est appelé pente ou coefficient directeur de la fonction.
Propriétés

e Le graphe d’une fonction du premier degré est une droite.

1Un nombre rationnel peut s’écrire comme une fraction a termes entiers.
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e Lorsque x augmente de 1 unité, f(x) augmente de m unités.

Exemples
z | f(z)=2x+6 r | g(x)=-3x+7
0 6 49 0 7 3
1 8 b 1 4 =
+2 =3
2 10 — 2 1 —
3 12 P 3 9 =3
—1 4 -1 10
—2 2 -2 13
-3 0 -3 16
Racine et signe
Une fonction du premier degre possede une seule racine,
obtenue en résolvant f (z) = 0.
Son signe est obtenu de la maniere suivante :
Si m>0 Si m<0
x _Pr T _Pr
f(z) — 0 + [ (x) + 0 -
Exemples
x -3 x %
f(x)=2x+6 — 0 + g(z)=-3x+7 + 0 =
Et sim=07?

e f(x) = p définit une fonction constante (droite horizontale).

Inéquations du premier degré

Définitions

e Une €quation est une relation d’égalité qui peut é&tre vraie ou fausse.
Exemple : 2 — 1 =0 est faux pour z = 10 ou x = 1 et vraie pour = = %

e Une inéquation est une relation d’inégalité qui peut étre vraie ou fausse.
Exemple : 2z — 1 > 0 est vrai pour z = 10 ou x = 1 et faux pour xr = %

e Résoudre une (in)équation, c’est déterminer dans quel cas elle est vraie.
e Une telle valeur de l'inconnue est appelée solution.

Propriétés
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e Il est possible de résoudre une inéquation du premier degré a l'aide d’un
tableau de signe, a condition que le second membre soit 0 (ou le premier).

e Ajouter un méme nombre aux deux membres d’une (in)équation ne change
pas ses solutions.

e Multiplier les deux membres d’une inéquation par un nombre strictement
positif ne change pas ses solutions.

e Multiplier les deux membres d’une inéquation par un nombre strictement
négatif (m < 0) ne change pas ses solutions a condition d’inverser le signe
de l'inéquation.
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Réponse aux exercices
Puissances

1. Effectue. La réponse est un nombre.

16
—1 16 —
a 81
b -1 -8 —64
C 1 125 64
1
d 1 —— 625
27
1 9 9
e —_— —_
1
0 1 811L
f —25 —3 16
1 9 1
I 15 64
2. Ecris a l'aide de puissances au numeérateur uniqguement
-3 ,-2 6
a iy 2 iy t? LY
34—3 4
b 2? y3 Ag—3 y‘2 tY 2
. : 3
¢ z3y? _4x_3.y2 xSy 23
' 3
4 2543 x3z_§.y2 —5z9 yt 7
x
Y 5 2
3. Ecris a l'aide de puissances a exposant positif
3 L 95 2
y32 3y
Tx 1
b —— 2 5,2 =
s LY 05,2
2y 3a° x?
C —_— —_— —_—
i y3 Ay
3 —4y° 16y'®
d _
x2y? 3x3 81zt
az-b2

a?—b*=(a—"b).(a+Db)

4. Effectue
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a 22—14 3r2 — 12

a*  4b?
b — — — —1
9 25
c 4a® — 2572 5)
d 81k*—16 —18
5. Factorise
a 3x(y+2) 522 (x —2). (z +2) (z—2).(x+2). (z*+4)
b (2a—5b).(2a+5b) 4(z+5)(z—2) 24x

c z.(zr—4). (z+4) Bz —4).(—z+2) (2?2 —2z+3).(2%+2z—3)

6. Chasse les radicaux du dénominateur

1.

3v10 — 9v/2

a 7T—4/3 ~— 7 —44/3 — 2¢/15
o va_1  VA-TV3 2v/3 -3
¢ 14453 604518\/5 3@;?%\/5

15+75\/§ 7443 \/§+2\/E

(Ex 22) On considere les nombres réels positifs a et b tels que a® > b°.
Parmi les propositions suivantes, laquelle est égale a

\/a+\/a2—b+\/a—\/a2—b?
2 2 '

a-+b
(a) 5

(6) Va— Vb
(c) Va++b
(d) /va—b

Toutes les réponses possibles sont des radicaux. Il est donc judicieux
d’élever l'expression de départ (positive) au carré.

(\/+¢2ﬂ+\/¢2ﬂ>2

2 2
%—i—%—l—\/(a—l—m)(a—m):a—l— (@b =a+ Vb

Réponse : v a + Vb.

a-++vVa?—b a++va2—>b la—+vVa2—b a—+a2—b
T—i—? 5 +
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. , a+b a—b
8. (Ex 24) On considere l'expression + .
a—>b a-+b

Parmi les quatre expressions suivantes, quelle est celle qui est équiva-
lente a celle donnée ci-dessus ?

(a) 1
2 |al
a2 — 12
2 |b|

a? — b2

(b)

(c)

a’® + b
@ V25—

Notons tout d’abord que les deuxieme et troisieme expressions peuvent
s'écrire
2V a? . 2V b2
e
‘ /,aQ 2 Vaz — 2

sees sont des radicaux.

ce qui signifie que les quatre expressions propo-

Cela nous incite a €lever l'expression donnée au carre.

a—+b a—>b _a—l—b a—l—b\/a—b a—b_
Va—>b \/a+ a—b\Va+bd a+b_

a+b 5 a—b  (a+b)’+(a—0b) 2_2(12—|—21)2 a? — b?

a—bJr +0L+b_ a? — b? te= a? —b? + az— b2
4a? , 2V a? 2 |al

03 Reponse : = .

= VE—B  Ja-P

9. Radicaux d’indice 2 ou 3

(a) Simplifie les radicaux.
(b) Effectue, si possible.

(c) Chasse les radicaux du dénominateur s'il y en a.
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a 9v2 23 —g
2/3 — 32

b 10\/3 M 7+4\/§
3 — /30

¢ 3v3 % 23/4

d —4v2 —8/5+9V3 246  —3V/3

e —7V3+2V5 —6+9v3 3v/2

237

f %f 6115 — 8/30 — 54 + 721/2 0

g N7 12 4+ 82 0,2
46 — 31

71\(/)3 V6 33¢_5 53

Fonctions du premier degré

8 7 6 -5 -4

1.

e Nt S T
2c+1| — [0 | + —20+1| + [0] - EP AR TR R
Pente : 2 Pente : -2 Pente : 1

2. (Ex 21) Un gouvernement a prévu une aide A pour les cafés et restau-
rants fermés en raison de l’épidémie de la COVID-19. Cette aide com-

prend une part fixe F et une seconde part variable proportionnelle a la
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fois au revenu R déclaré pour l'année 2019 et au nombre total N d’heures
payées a des travailleurs occupées par l'établissement en 2019.

Décrire A a l'aide d’une formule.
Réponse : A= F + k. (R+N)

3. (Ex 21) Une friterie vend son petit paquet de frites au prix de 2,5 euros
et son grand paquet de frites au prix de 4 euros. Un habitué remarque
que le grand paquet contient le double de frites par rapport au petit
paquet.

De quel pourcentage le prix par frite du petit paquet est-il plus eleve
(ou plus bas) que pour le grand paquet ?

Soit x, le nombre de frites du petit paquet. Le prix d'une frite du petit

2,9 2
paquet est — et celui d'une frite du grand paquet est o = —. Il suffit
x

r x
2,9 2

donc de comparer — et —.
x T

Réponse : il est 25% plus éleveé que pour le grand paquet.

4. (Ex 23) Auparavant, les honoraires pour un traitement chez un dentiste
etaient de 50 euros. Le patient ne payait que 22 % de ces honoraires,
le reste €tant paye par l’assurance-maladie.

Les honoraires ont désormais augmente de 10 %. Les assurances-maladie
font en sorte que les patients paient toujours la méme somme pour lLeur
traitement qu’avant l'augmentation.

Quel est le pourcentage des nouveaux honoraires pris en charge par
l'assurance-maladie ?

Le patient paie invariablement 22%.50 = 11£.

Les honoraires sont passés a 55€ dont 44€ pris en charge par l'assurance-
maladie,

, 44 4 8
' te — =-=— =280%.
ce qui represente =510 80%

Exercices supplémentaires

1. Transforme les exposants rationnels en radicaux
et simplifie si possible :

(a) 25 = 93
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(b) 32 = V3
(c) 275 !

C 3 = J—

V2

@ (1) - :

25 B 4

3 : V21

(e) | = = Y-
7 3

o (7 o 2

8 B 3

(g) 275 = 9

(h) 0,012 = 10

2. Ecris les expressions sous forme d'une puissance de a

(a réel positif non nul).

(a) ya.a = a2

(o) Vad.Va.a™' = a
(c) (a4)% = as
(d) (a5)3 - pe
(e) <a5>2 = a !

a? s
(f) % = as
o () @
g ) 9 a

3. Reprends les réponses de l'exercice précédent.
Donne ensuite une réponse avec des exposants naturels uniquement.
4. (Ex 23) Auparavant, les honoraires pour un traitement chez un dentiste

etaient de 50 euros. Le patient ne payait que 22 % de ces honoraires,
le reste étant payé par l'assurance-maladie.
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Les honoraires ont désormais augmente de 10 %. Les assurances-maladie
font en sorte que les patients paient toujours la méme somme pour leur
traitement qu’avant l'augmentation.

Quel est le pourcentage des nouveaux honoraires pris en charge par
l'assurance-maladie ?

(Ex 25) Un hépital emploie 2000 personnes soignantes. La répartition
est : 50% infirmieres, 25% medecins, 25% personnel psychosocial.

Le nombre d’infirmieres est insuffisant. L’hdpital décide de remplacer
20% de son personnel psychosocial par des infirmieres.

Quel pourcentage du personnel soignant seront des infirmieres apres
ce changement?

Avant le changement, il y a 1000 infirmieres, 500 médecins et 500
psychosoc.

Apres le changement, il y a 1100 infirmieres, 500 médecins et 400
psychosoc.

Reponse : 55%

2.1 Caractéristiques d’une fonction

A retenir

Relation

Une relation entre deux ensembles est un ensemble de couples dont chaque
premier €lément appartient au premier ensemble (antécédent) et chaque
deuxieme €lément appartient au deuxieme ensemble (image).

Exemple
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(ym

Tennis
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On peut établir une relation entre l’ensemble des eleves et le(s) sport(s)

eventuellement pratiqué(s).

(Paul, Foot)
(Paul, Tennis)

(Charles, Gym)

ou plus simplement,

Prénom | Sport
Paul Foot
Paul Tennis

Charles | Gym

Fonction

Une fonction est une relation pour laquelle chaque antécédent possede une

image.

Exemple

On peut établir une fonction entre l’ensemble des €leves et leurs résultats
lors d’un test en frangais.
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(Paul, 5)
(Marie, 7)

ou plus simplement,

Prénom | Resultat

Paul

Dans le cadre de ce cours, nous travaillerons avec des fonctions numeériques
(d’une variable reelle), ce qui signifie que Les antécedents et les images sont
des nombres réels.

Notation

Une fonction numeérique est généralement notée: f : R =+ R: 2 — f ()
ou = est la variable réelle (un antécédent quelconque)
et f(x) est l'image de z.

Exemple

fR—>R:z—2xr+3

C’est bien une fonction car chaque nombre réel = a une image f (v) = 2z + 3.
Par exemple, f(2)=Tet f(—1) = 1.

Domaine

Le domaine est l’ensemble des antécedents qui ont une image.

domf={xeR: f(x) e R}

Domaine et operations
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Beaucoup de fonctions de ce cours sont définies

a l’aide des opérations

+ (addition)

- (soustraction)

X (multiplication)

: (division)
va (radical).
+ (addition), - (soustraction) et X (multiplication)

ne donnent pas de condition d’existence.

Pour : (division) Le dénominateur doit étre different de 0.

Pour / (radical) l'operande doit &tre positive.

% CE:b#0
Va|CE:a>0

Condition d’existence et intervalle

Condition d’existence

Ensemble des x

r>a Ja; =]
r>a [a; —]
r<a < al
r<a J4—; al

Graphe

Le graphe d’une fonction est l’ensemble des couples (z, f (z)) ou = appartient

au domaine.

Exemple de graphe de fonction numeérique

Contre-exemple
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Test de la verticale

Un courbe du plan est la représentation graphique d'une fonction si et seule-
ment si aucune droite verticale ne la coupe plus d’une fois.

Ensemble-image

L'’ensemble des f(x) tels que x appartient au domaine est l'ensemble des
images.

Racines ou zéros d’une fonction
Définition

On appelle zéro (ou racine) d’une fonction tout réel dont 'image par f est
nulle.

Proprietés

1. Graphiguement, les zéros (ou racines) d’une fonction correspondent aux
abscisses des eventuels points d’intersection du graphe avec l'axe Oz.
Notation : fNOx

2. Les racines d’une fonction sont les solutions de l’équation f (z) = 0.

Signe d’une fonction

Le signe d'une fonction est le signe de ses images.

Les images se trouvent sur l'axe vertical, qui est oriente vers le haut.
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Ainsi, lorsqu’une fonction est positive, son graphique se trouve au-dessus de
l'axe des X.

Lorsqu’une fonction est négative, son graphique se trouve en dessous de
l'axe des X.

Cette fonction est négative pour x<8 et positive pour x>8.

Fonctions du premier degré (rappel)
Définition

Une fonction du premier degre est donnee par f(z) = ma +p oU m # 0.
Exemples

L. fx—>2x—4 m = p=
2. f:x— —2x+8 m = p=

3. frx—3—1 m = p=
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Signe
Si m est positif Si m est negatif
T rT<T1|X1|T>T x r<x1|T1|T>T1
mx +p — 0 + mx +p + 0 —
Exemple

Quel est le signe de f(z) = —22+37
Racine : :g (sol. de l’équation -2x+3=0)

Vu que m: —2 est negatif, nous obtenons le tableau de signes suivant :

x <3 ; x> 3
—2z +3 + 0 -
Cette colonne 1 Cette colonne 1
représente toutes les | représente toutes les
valeurs de x valeurs de x
inférieures a 3/2. J'y | supé€rieures a 3/2. J'y
mets le signe mets le signe de m.
contraire de m. Vérification : Prenons
Vérification : Prenons | par exemple z = 4. Le
par exemple z = 1. binbme devient
mx + p devient —2.4+3=—5. Résultat
~2143=1. Résultat negatif (-)!
positif (+)!

Trace le graphique de cette fonction.

Réponse aux exercices

1. Parmi les graphes suivants, quels sont ceux qui représentent une fonc-

tion numerique ? Donne son domaine et son ensemble-image.

(a) Fonction dom f = [-3; 3] im f = [—4;+o0]

(o) Pas une fonction dom f = [—2;2] im f = [-2;2]

(c) Pas une fonction dom f = [0; 3] im f = [—4;4]

(d) Fonction dom f =]-2,5;2,5] im f =10;6[

(e) Fonction dom f = [-6,2;6,2] im f =[0;1]

(f) Fonction dom f=[-1;4]  im f=[-4;5]



310 CHAPITRE 2. FONCTIONS

2. Détermine le domaine de la fonction f.

(@) R\ {3}
(o) [1; =]
(c) R\ {-3}
(d) [-1; =]
(e) R\ {-3;3}
3. Détermine Le domaine et l'intersection avec les axes de coordonnées
de la fonction f
Domaine fNOx fNnoy
a) domf =R fNOx: (=1;0) et (3;0) | fNOy: (0;2)
o) | domf =R\ {1} FAOz: (;;o> FAOy: (0:3)
c) R (0;0) (V3;0) et (—v/3;0) (0;0)
d) R\ {0} = R, o %]
e) R (1;0) (0; —1)
f) R L 5. 0 0;-3
s () o
9) R\ {0;5} ) )
hy | r{3 o 0, 2
3t )
i) <—;% (%, 0) (0;1)
j R (% 0) (0;1)
k) =4 o <0; —%)
1) J<= 1] (0; —2)
m) S, o]
57 _>
n) 11; =] (2;0) %)
0) R\ {1} (—1;0) (0;1)
p) [_47 1[U]1a_>[ <_4;0) (O; _2)
q) | |« —4[U]—4;3] (3;0) 0; —\1/—63)
1 1 1
5) -3 (=3:0) (0: V)
t) %; — 0]
u) 11; 2] (2;0) ]
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4. Détermine le domaine, les intersections avec les axes, le tableau de
signe et le tableau de variation de la fonction f . Trace ensuite son

graphique.

() f(z)=22—4 domf =R

GNOz: (2;0) GNOy: (0;—4)

20 —4 | — | 0| + f

/

(0) f(z)=6—4x domf =R GNOx: (2;0) GNOy: (0;6)

GNOx:

i

5]

4

3
e 5 X
6—4z |+ |0 | — I\

(c) f(x)=>5x+2 domf =R
2
xr —_— xXr
5
542 —1| 0 | + ./

(d) f(z)=-3z domf =R

GNOx: (0;0) GNOy: (0;0)
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=3z |+ |0 — N\

2.2 Variation et parité

A retenir

Définitions

e Une fonction f est croissante lorsque plus x est grand, plus f(x) est grand.
f est une fonction croissante ssi x; <y = f(21) < f (22).

e Une fonction f est décroissante lorsque plus x est grand, plus f(x) est petit.
f est une fonction croissante ssi x; <y = f(z1) > f(x2).

e Une fonction f est paire lorsque f(-x)=f(x), pour tout x de son domaine.

e Une fonction f est impaire lorsque f(-x)=-f(x), pour tout x de son domaine.

Propriétés

e Une fonction paire admet l'axe des ordonnées (y) comme axe de symétrie.



2.2. VARIATION ET PARITE

313

e Une fonction impaire admet le point

(0;0) comme centre de symétrie.

2¢f(x)

Réponse aux exercices

1. dom f =[-5;5]

im f =[~1;1,5]

f est strictement croissante sur [—2;1] U [4; 5]
f est strictement décroissante sur [—5; —2] U [3; 4]

f est constante sur [1;3]

2. Pour la fonction, determine :
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(a) R\{—g}
(6) f(~4)= 3
(c) f(1)=-1
d) -~ 9
2

6

(e) f(—%) —2 f()=2

(f) Maz (4;2) Min (2;—-2)
(@0 3 5
)
J@) NG T [N m | /A M]N

3. On etudie 'efficacité (en pourcentage) d’une poudre a laver en fonction

CHAPITRE 2. FONCTIONS

de la température d'utilisation de l'eau de lavage utilis€e.

(a)

(b)

T

0

10

20

30

40

50 | 60|70

80

90

100

f(x)

12

20

40

85

100

80 | 50 | 35

20

10

7

40°

(c) a 28° et 50°
(d) entre 28° et 50°

(e)

x| 0

40

100

flm

/(

M

¢

4. Justifie

(@) f(—x)=22"+322 —4 = f(x)

(6) f(—z2)=-32+2=—(3

3 ) =

r~ — T

(c) f(—z)=—-22"+1=— (223 —1)

La fonction est paire.

—f ()

La fonction n’est ni paire ni impaire.

5. Graphique complet de 2 fonctions

(a) dom f = [-T7;5]
im f = [—3;5]

zéros : -6 et -1

fNOy: (0;2)

Ni paire, ni impaire

X

-7

-3

[ (x)

4

N\

m

La fonction est impaire.
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(o) domh = [-3;3]

imh = [—15;15]
zéros : -2, 0 et 2
hN Oy : (0;0)
Impaire
T -3 -1 1 3

hiz) | =15 | A1 M |\, | 4| 7|15

6. Etude algébrique de la parité

(@) f(—z)=22"+32>—4= f(z) La fonction est paire.
(6) f(—z)=—-2+3x=— (2 —3z) = —f (x) La fonction est impaire.

(c) f(—z)=—-23—-1 La fonction n’est ni paire ni impaire.
1

(d) f(—x) = i f(z) La fonction est paire.
247 . ,
() f(—2)=——=f(2) La fonction est paire.
T
-3 —x 3+ . . .
(f) f(—=x) = 5r = g T —f(2) La fonction est impaire.
.3
(Q) f(—x)= fo La fonction est paire.
—X
4
(h) f(x)= vretl La fonction n’est ni paire ni impaire.
—X
4 4
(i) f(z)= vol vl La fonction est impaire.
—T T

Exercices supplémentaires

Dans un repere cartésien du plan, invente le graphique d’une fonction pos-
sédant les caracteristiques suivantes :

1. f de domaine [-9;9] , paire , admettant 4 et 6 pour uniques z€éros positifs,
admettant un maximum pour z =0 et un minimum pour = = 5.

2. g de domaine sur [—4;4] , impaire , admettant 0 et 3 pour zeros, telle que
img = [-7,7] , posseédant un maximum en 2 dont l'image est 5, croissante
sur [0;2] et decroissante sur[2;4].



316

CHAPITRE 2. FONCTIONS

=

o

2.3 Les sept fonctions de référence

A retenir

Les points importants des 7 fonctions de référence, leurs graphiques, do-
maines, ensembles-images, tableaux de signe, tableaux de variation et pa-

rite.
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2.4 Transformées des fonctions de référence

A retenir
A partir de f, Transformation Graphiquement
construire des coordonnées

hz)=—f(z) | (z;y)— (2;—y) symétrie d'axe Oz
i(x)=f(—x) (x;y) = (—z;y) symetrie d'axe Oy

) translation verticale
_ ) . ’
J@)=F@)+p [ @Y) = @Gy +p) | ge ) gnités

translation horizontale

k(o) =flatp) | (@y) = @=py) | 4o initds

deformation verticale

[(z) =p.f(z) (@39) = (z;py) de coefficient p

X ) deformation horizontale
Y

m(@) = f (pa) | (a3y) > (p

de coefficient —
p

Remarque

Pour les déformations, si le coefficient de la deformation est supérieur a 1,
on parle d’étirement. Si ce coefficient est compris entre 0 et 1, on parle alors
de contraction ou de compression.

Réponse aux exercices

1. Si f(x) = ¢z, exprime avec f(z) :

(@) g () =f(x)+2
() h(x)=f(z—1)
(c) i(x) = —f (2a)
(d) j(z)=5.f(x) =3
2. A partir de la fonction donnée par f(x) =+/z , construis le graphe carte-

sien des fonctions suivantes. Précise dans chaque cas la transformation
effectuée.
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1) g(x)=vr—1
Translation verticale
de -1 unite

2) h(z)=+x+2
Translation horizontale
de -2 unités

3)i(x) =2/
Déformation verticale
de coefficient 2

4) j(x) =~/ SR

Symeétrie d’axe Ox

3. En partant de f(z) = =
T

(a) cite les transformations (du plan et des coordonnées) qui permettent
de passer au graphe de g (z) = %H + 1.
glx)=flz+2)+1
Translation horizontale de -2 unités composée a une translation ver-
ticale de 1 unité.
(3y) = (z — 2y +1)

(o) Trace les deux fonctions.

4, Chacune des fonctions suivantes a un graphe cartésien qui est obtenu
en transformant celui d’'une fonction de réference.

(c) Retrouve la fonction de référence dont est issu Le graphe

(d) Précise la transformation qui a permis de l’obtenir.
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(e) Trouve la formule de la fonction dessinee.
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Graphe

Fonction
de
réference

Transformation

Expression

(@) =2

Translation verticale
de -4 unités
(z;9) = (1,9 — 4)

Symetrie axiale d’axe Ox
(z;y) = (25 —y)

Symetrie axiale d’axe X suivie
d’une symétrie axiale d’axe Qy

(z;9) — (=23 —y)

Translation verticale
de -1 unite

Translation horizontale
de 1 unité
(z;9) = (z+ 1;y)

Translation horizontale
de -2 unités
(z;9) — (r —2;y)

Translation horizontale
de 1 unite
(z;y) = (z + 1;y)

g(x) = |z =1

Translation horizontale
de -2 unités
suivie d'une translation
verticale
de -1 unité
(z3y) = (x =25y — 1)

hz)=(z+2)° -1

Translation horizontale
de -1 unité
suivie d’une symétrie d’axe Ox
et enfin une translation
verticale
de 1 unité
(w;y) = (z =Ly +1)

i(x)=—(z+1)°+1

Symeétrie axiale d’axe Oy
(z;y) = (=239

Translation horizontale
de -1 unité suivie d’une
translation verticale
de -1 unité
(z3y) = (x — Ly —1)
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5. Partant de f(z) = 22, €cris :

(a) 4.

(b) f(—z)=(—z)" = 2?
€ flz+7)=(x+7)
(d) f(z—2)=(z—2)°

(e) f

f(z) = 4.2?

(z)—1=2*-1

(f) —f(z) = —2?
(g) f(22) = 4a?

6. Cite les transformations du plan et des coordonnées.

321

Expression

Transformation

Transformation
des coordonnees

Translation verticale de 5 unités

(z;y) = (59 +5)

b) g(z) =5.f(z) Deformation verticale (etirement) (z;y) = (2;5y)
de coefficient 5
c) g(x) = f(z —3) Translation horizontale de 3 unites (x;y) — (z+3;y)
d) g(z) = f(zr+ 1)+ 2 | Translation horizontale de -1 unité | (z;y) — (z — 1;y + 2)
suivie d’'une translation verticale de
2 unités
e) g(z) = —f(x) Symeétrie d’axe X (z;y) = (2;—y)

(compression) de coefficient 1/2
suivie d’'une symétrie d’axe X puis
d'une translation verticale de 3
unites

f) Deformation horizontale (z;y) = (3z;9)
(étirement) de coefficient 3
9) g(z) = %.f(m) Déformation verticale (x;y) — ( ;%)
(compression) de coefficient 7
h) g(z) = — f(22) + 3 Déformation horizontale (z:9) — (%;—y+3)

Exercice supplémentaire

Equations liées aux fonctions de référence

Dans les équations suivantes, le membre de gauche est une fonction de
référence ou une transformée de fonction de référence. Représente-la puis
résous algebriquement et graphiquement l’équation (précision : 5 décimales).
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10. {z="
11. Yz —3=-2

12. z2=5
13. 22 =-3
14. 22 =0

15. (20 —4)° =5

Réponses

1. Il semble qu'il y ait une solution » =0,3

X
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2. Il semble qu'il y ait une solution » = 3,3

IS

| 17
—h==2=br—15=sz=— S=1{34}
r—3 5

3. Il semble qu'il y ait une solution z = —1,7

S = {—1, 70998}

4. Il semble qu'il y ait une solution = =0,6

S = {0, 62996}

5. Il semble qu'il y ait une solution =z = —0,6
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(z+2°=3=2=v3-2  S§={-0,55775}

6. Il semble qu’'il y ait deux solutions » = +£1,7

3
r+5== (r+5>0) 7 13

3
27 +5|=3== |z+5|=2- =
2 0u—(x+5):§(x+5§0)

8. Il semble qu’il y ait une solution z =31
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o
o
-
~

\/E:;l=:>x:— S = {3,0625)

9. Il semble qu’il y ait une solution =z =~ —4,3

|

|

|

|

|

! 3
! glx T

|

| 1]
|

|

| [
e - g

|

|

25 17

m:gﬁQ—x:—ﬁx:—— S — {—4,25)

4 4

10. Il semble qu'il y ait une solution = =3, 4

3]

2]

A

4 5 6

= =" S={3375

2

o

3
m:__=:>x_3:——=:>$:—— SI{—0,375}

12. Il semble qu’il y ait deux solutions » =~ -2, 3 et x =23

325
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: Ja

|
|
I
|
|
I
|
|
I
|
|
I
|
|
Fd

T2

I
|
I
|
|
I
|
!
I
|
|
I
|
|
5 -4 EY

2=5=1r=+V5

"1

[} "1

S = {—2,23607; 2, 23607}

3 4

13. Il semble qu'il n'y ait pas de solution.

-1

-2

-3

r? = -3 est impossible car 2?2 >0

S=0

14. Il y a visiblement une solution : z =0

2X=0=1x=0

15. Il semble qu'il y ait

S = {0}

deux solutions z =0,8 et z = 3,2

IS

»

S = {0,88197;3, 11803}
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2.5 Transformées de x?2

A retenir

AN

1. Le passage de f (z) =22 a g (x) = a(x +m)’ se caractérise par

une translation horizontale de -m unités

.
’

suivie d’une déformation verticale de coefficient |a
si a est negatif, la déformation est composee

avec une symeétrie d’axe horizontal.
(@5y) = (2 —m;ay)
2. La courbe obtenue s’appelle une parabole.

3. L’axe de symétrie, axe des ordonnées (y) pour la fonction z2,

devient la droite verticale d’équation x = —m.

Réponse aux exercices

1. Partant de f(z) =22, passe a g tel que g () = (z + 2)%
(a) Pour t'aider, remplis le tableau suivant.

J'ai deja compléte une ligne.

X X+2 | (z+2)°
0]

0] 2 4
9

Ainsi, pour arriver a 4, il faut partir de 0 et pas de 2.

Translation horizontale de -2 unités.

(0) (2;y) — (z —2;y)

327
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(c) <!
2. Partant de g(z) = (¢ +2)%, passe a i tel que i(z) =2 (z +2)°
(a) Deformation verticale de coefficient 2 (dilatation).

(o) (z; y) — (;2y)

(c) 2
3. Partant de g(z) = (z + 2)°, passe a j tel que j(z) = — (z + 2)%
(a) Symétrie d’axe horizontal.

() (w;y) = (z;—y)
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(c)
2

4. Partant de f(z) =22, passe a h tel que h(z) = (z — 3)%

(a) Pour t'aider, remplis le tableau suivant.

X x-3 | (z—3)]
0]

5 2 4
9

Ainsi, pour arriver a 4, il faut partir de 5 et pas de 2.

Translation horizontale de 3 unites.

(o) (z;y) = (z+ 3;y)
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-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

-1

(c)
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(z —3)%

DN | —

5. Partant de h(z) = (z — 3)%, passe a k tel que k(z) =

. , . . 1 )
(a) Deformation verticale de coefficient 5 (contraction)

(0) (z;y) = (x;3y)

-2

(c) i

6. Partant de h(z) = (z — 3)%, passe a [ tel que [ (z) = —2(z — 3)%

(a) Symétrie d’axe horizontal et déformation verticale de coefficient 2
(dilatation)

(0) (z;y) — (@5 —2y)

oy

= N W Hds OO N O

1 2/3\4 5 6 7 8 9 101112 1314 15 16 17 18 19 20 21 22 23
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Chapitre 3

Deuxiéme degré

3.0 Prérequis

A retenir

Produits remarquables

Formules Exemples
(a+b)°=a2+2ab+ b | (3+22)° = (3)>+2.(3).(22) + (22)% = 9+ 122 + 4a?
(a—b)* =a2—2ab+b* | By—5)>=3y)* —2.(3y).(5) + (5)> = 9y® — 30y + 25
(a—10b).(a+0b) = a? — b (4z — 5y) . (4 + 5y) = (4z)° — (5y)* = 1622 — 259

Factorisation

La factorisation consiste a transformer une somme en un produit de facteurs.
1. La mise en évidence de facteurs communs

Formules

ab+ ac =a.(b+ c)

ab —ac =a.(b—c)
ab+ac—ad=a.(b+c—d)
Exemples

2ax — 5bx = x. (2a — 5b)

5z%y® — 15zy* + 102y = Sy, (v — 3y + 2)
2.(a=b).x—3.(a—b).y=(a—10).(2z — 3y)

333
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2. Les produits remarquables

Pour cette deuxieme €tape, on regarde si on a affaire a une éventuelle dif-
férence de deux carrés a’ — b? ou a un carré parfait a’® £ 2ab + b°.

On utilise alors les formules des produits remarquables a l’envers.
a’—b*=(a—0b).(a+0b)

a? 4+ 2ab+ b2 = (a £ b)?

Exemples

e —9=(x—3).(z+3)

e 4a* — 9b* = (2a — 3b) . (2a + 3b)

22— 6x+9=(z—3)°

o 1222 — 3y =3. (42? —y*) = 3.2z —y) . (2z + y)

Il n’existe pas de formule pour une somme de deux carrés. Un tel cas de
figure est infactorisable!

Exemple

22 + 4 est infactorisable car somme de deux carres.

e Les groupements

Cette troisieme technigue peut s’aveérer utile lorsque l’expression a factori-
ser est composeée de minimum 4 termes, comme ci-dessous.

Exemple

3ax — 3ay + 2* — xy = (3ax — 3ay) + (z* — zy)

=3a. (v —y)+z(r—y)

=(r—vy).(Ba+x)

e Division du polyndme par r — a

Diviser un polynéme P (x) par x — a consiste a l’écrire sous la forme
P(z)=(r—a).Qx)+ R,

ou R est un nombre (le reste) et Q (z) un polyndme (le quotient).

(x —a).Q (x)+ R, ce n'est pas un produit! Pour factoriser, il faut que R = 0.
Loi du reste

P(a)=R

Conséquence

Si P(a) =0, alors R=0 et P(z) = (z —a).Q (v).

Le polynéme est donc factoris€ dans ce cas.

Il reste a deviner a... Une méthode qui en vaut une autre consiste a tester
les diviseurs du terme indépendant.

Exemple
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Factorisation du polynéme P (x) = 523 — 1122 — x + 6.
Le terme indépendant est 6 et ses diviseurs sont £1 , £2 et 43.

La valeur de a a deviner est souvent +1, +£2 ou +3.

A I
P(1)=51>-11.1>-1+6 = —1. Le reste n’est pas nul.

Pas de factorisation par z — 1.

P(—1)=5 (-1 =11.(-1)> + 1+ 6 = —9. Le reste n’est pas nul.
Pas de factorisation par = + 1.
P((2)=52>—11.22-24+6=40—44 -2+ 6 = 0.

Le reste est nul. Division par x — 2.

53 — 112 —z + 6 = (2 — 2).Q (x)

5(-11|-1] 6
2 10 |-2|-6 Q(x)=52>—x-3
5/-1(-3] 0

5a® —11a? —x + 6 = (z — 2). (5a? — z — 3)

Réponse aux exercices

1. Effectue et reduis les termes semblables.

(@) 2z+1). 3z —2)=62>—x—2
(6) (2x —a).(2a — 3z) = Tax — 2a* — 62°

1 3 3 3
(c) (x—§>.(§—2x2) :—2x3—|—m2+§x—z

X
(d) 3. (5—2) ) (§+4) — 14
() 3.(z—2)+5. (x+1).(2z — 3) = 102* — 2z — 21
(f) 2z —(z+1)]—2.(x—2). (x+3)=—222 —z + 11
2. Reconnais le (ou les) produits remarquables a utiliser, effectue ensuite
la formule et reduis les éventuels termes semblables :
(a) (2a + 3b)* = 4a2 + 12ab + 9b?
(b) 3z —4)* = 922 — 242 + 16
(€) (x—2).(z+2)=2%*—4
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(d) (3k+2).(3k — 2). (9K + 4) = 81Kk* — 16
(e) (6a*z® — 3ax) = 36a*2% — 36a’z* + 9a’z?
(f) (—2a+1)* =4a® —4a+1

2a
@ (©L 2 (o) _at 4
935‘3 5) 9 25

(h) (—2a2 — 72%)* = 4a* + 284222 + 492

(i) (—5c+ 2a).(2a + 5¢) = 4a* — 25¢2

(j) (2z —3y).(3z +2y) + 2. (x —y)* = 822 — 4y*> — 9xy

(k) (5y —62) . (5y + 62) — (=3y + 22)° = —4022 + 122y + 163>

3. Factorise le plus finement possible les expressions suivantes :

(a) 3zy + 3xz =3x. (y + 2)

(o) 36zy® + 922y — 27zy = 9xy. (4y + = — 3)

(c) 4a% — 256% = (2a — 5b) . (2a + 5b)

(d) (-1 .(z+2)+(@x—-1).(z+3)=(z—1).(2x +5)
(€) 23— 16z =z. (x —4). (x4 4)

(f) 22 +3)2—49=(20—4).2z+10) =4.(z — 2). (z + 5)
(9) 2?4+ 9infactorisable

(h) (72 +6).(3z—5)— (32 —5) = (3z — 5) . (Tx + 5)
(i) 422 — 282 +49 = (22 — 7)°

() (=17 =22 -3)7=Bx—4).(—x+2)

(k) 12ab — 150 4 24ay — 30by = 3. (4a — 5b) . (b + 2y)
(1) 223 +522 — 20 —5=(2zx+5). (. —1). (x+1)
(m) 5z* — 2022 = 522 (z — 2). (z + 2)

(n) 24— 16 = (z —2).(x +2). (x> +4)

(0) 2 — 222 — 92 +18=(z —2).(x —3).(z +3)

() 4.(z—1)=3.(z -1 =(z—1).(7 - 3z)

(q) 3a.(z —4) —2b. (4 —z) = (z — 4). (3a + 2b)

(r) 22 (a—b)+4.(b—a)=(a—b).(x —2). (x +2)
(s) 42® — 1222 + 9z = x. (22 — 3)°

(t) 2o —7).(v+4)— (4o +1).(4d+2) = 2. (z +4)°
(U) 322 +52+2=(r+1).(3x+2)

(V) 223 + T2 +22 —3=(z+1).(z+3). 2z — 1)
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(W) 22° — 82° — 14 42? = (22% — 1). (1 — 2z). (1 + 2x)

(x) 22* —102® + 1622 — 8z = 2z. (x — 1) . (z — 2)°

(y) 2 =192 +30=(z—2).(z —3).(z +5)

(2) 22" — 2 — 1922 +92+9=(z—1).(z—3). (. +3) 2z + 1)

3.1 Fonction du deuxiéme degré

A retenir
Définition
e La fonction f est du deuxieme degré si f (z) = az® + bx + ¢ avec a # 0.

Théoréme

b\ 2
o f(x):aa:2+ba:+c:a(a:+—) + v

2a
ou v = f (—%)

Exemple

f(z) =22%+ 20z + 35

f(z)=2(2?+ 10z + %) Mise en evidence de a

f(z)=2[2%+ 102 +25 - 25+ %] | Compléter le carre et compenser
cet ajout
flz)=2[(x +5)* — 25+ ] Former le carré parfait
fz)=2[(=z+ 5)% — 1] Réduction des deux derniers
termes au méme deénominateur

f(z)=2(z+5)°—-15 Redistribution de a

Nous voyons donc que toute fonction du deuxieme degré peut étre construite
en partant de la fonction de reférence y = 22 via les 3,5 transformations
suivantes :

b Ve
1. une translation horizontale de —— unites,
a



338 CHAPITRE 3. DEUXIEME DEGRE

2. une deformation verticale de coefficient |a| (avec symétrie d’axe Ox si
a < 0),

3. une translation verticale de v = f <—2—> unites.
a

_ 5 , b dac — b
Un point (x;y) de la parabole y = az” sera donc transforme en | x — 2—; ay + T
a a

En notant p = b? — 4ac,

7 b
un point (z;y) de la parabole y = 22 sera donc transformée en (ac — 5y - f)
a a

Conséquences importantes pour la fonction f (z) = az? + bz + ¢ (a # 0)

7 b
1. L'axe de la fonction a comme equation x = 5
a

7 b
2. Le sommet de la parabole a comme coordonnees (—2—; —f)
a a

3. A la deuxieme étape (déformation verticale de coefficient |a|), si a > 0
la parabole reste «souriante » et si a < 0 la parabole devient «triste ».

Etude et représentation graphique d’une fonction du second degré
f@)y=az>+brx+c  (a#0)
1. Equation de l'axe de symétrie 7 = ——

, b
2. Coordonnees du sommet ( ﬁ)

3. Variation

(@) Sia>0 2a la parabole est «souriante »
ar?+br+c|\, | m |

(o) Sia<0 2a. la parabole est «triste ».
ax’+br+c| | M |\,




3.1.

FONCTION DU DEUXIEME DEGRE 339

Méthode

b 7 7
. Calculer 5’ ce qui donnera une equation de l'axe de symetrie et la
a

premiere coordonnée du sommet.
Determiner le tableau de variation (avec le signe de a).
Chercher des points (symétriques) de part et d’autre du sommet.

Tracer le graphique.

b e
- En un mot, calculer —2— , chercher des points syme-

®» & a
triques et c’est (presque) fait!
N= A Je veérifie aussi la point (0;c).
A -

Réponse aux exercices

Etudie et représentez la fonction f.

1 f(x)=2—4z+3 —;:2 p=4 Aze=x =2 Sommet(2; 1)
a
x 2 -:l]o|1(2|3(4|5
Ne|lm| S 8(3|0|-1/0|3]|8
2. f(x)=x2*—-25 —% =0 p =100 Arze=x=0 Sommet(0; —25)
x 0 -5 -3|-1] 0 1 3 |5

2=25 N, |m| N 0 |-16|-24|-25|-24|-16 |0
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b3 3 27
— 2 _ _ - = — = r = _ —._ -
3. f(z)=3x*—9x 52 = 5 p =281 Aze =z Sommet<2, 4)
. 3 101 g 2|3 |4
2
302 — 0z | N, | m | 12|19 -6 _¥ 6|-9 12
-7 -6 -5 -4 -3 -2 :; 0123 45 6 7 8 91
4. f(z) = 422+202+25 LA =0 Aa:er——§ Sommet —§'0
' - 22 2 7 —TT 2
v —g 5| -4]-3 —g 210
42 +20+25 |\, | m | 25| 9 1] 0 [1]9]25
b 5 5 59
2 _ _— = — — —_ ~. 7
5. f(z) = —2*+5bx—4 52 = 5 p="9 Are = 5 Sommet(2,4)
. 5 0|12 g 3[4/ 5
2
322 —0x | 2| M| N, -402220-4
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Hlo o~

1 ]o/172 3\ 5 6 7 8 9 10

EN
o
N
-

o Bh W N

2
6. f(x):%+2x+4 —232—3 ,0:—% Aze =1 = -3 Sommet(—-3;1)
a
x -3 -6|-5|-4|-3|-2|-1
z? 7|4 4 17
g N | tlalsltlgls

-0 9 8 -7 6 5 4 -3 -2 -1 |0 1 2

3.2 Fonction du deuxiéme degré, le retour

A retenir
Si f(x) est donné

b . o
1. Calcule ~o ce qui donnera l'axe de symetrie.
a

2. Determine la variation (avec le signe de a).
3. Cherche le point (0; ).

4. Trouve le graphique.
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Réponse aux exercices

1. Associe a chaque fonction du second degré le graphique qui Lui convient

f(x) | signe de a —% (0;¢) | Graphique
(a) - 1 (0;2) E
(b) + 2 | (0;0) H
(c) + 3 | (0;3) D
(d) - 5 1 (0;-3) G
(e) + -3 | (0;-2) B
(f) - -1 | (0;-2) A
(9) + -2 | (0;-1) F
(h) - | (0:1) C

2. (Ex 22) On considere la parabole obtenue comme le graphe de la fonction
f definie par f (x) = 362 — 22 — 34.

Le sommet est-il un point maximum ou minimum ? Son ordonnée est-elle
positive ou négative ?

a=—2
. . : b
b =36 Le sommet est un point maximum d’abscisse “5g = 9.
a
c=—-34

Son ordonnee est —2.81 +36.9 — 34 = —162 + 324 — 34.

Réponse : Le sommet est un point maximum et son ordonnée est posi-
tive.

3. f(w)=a*+bx+c
(@) f(x)=2?—4dz+3
() f(2) =22 — 20 +3
Détails et graphiques :

http ://tetramath.jean-luc-goffin.be/degre2

4. f(z)=ax®* —x+cC

(c) f(:v):ix2—x—|—3
(d) f(aj):%ﬁ—x—l—g
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(e) f(l‘)z—%x2—$+%

Détails et graphiques :

http ://tetramath.jean-luc-goffin.be/degre2

5 f(x) =azx® +bx +3
(f) f(z)=—2*+2x+3
(9) f(z)=22%*+42+3
Détails et graphiques :

http ://tetramath.jean-luc-goffin.be/degre2

6. Le ballon

f(z) = —4752% + 418x + 84
Détails et graphiques :

http ://tetramath.jean-luc-goffin.be/degre2

7. Détermine f(x)
(a) Vu le point (0;2), c = 2.

f(z) = az® + bx + 2

_izg b= —4a f(x):ax2—4ax+2
2a
f(2)=-6 f(2)=a4—4a2+4+2=—-6 —4a = —8

f(z) =22 —8x +2
(o) Vu le point (0;2), ¢ = 2.

f(z) = az® + bx + 2

_izl b= —2a f(z) = az® — 2ax + 2
2a
f(1)=3 f(l)=a—2a+2=3 —a=1

f(z)=—2*+22+2

(c) Vu le point (0;1), c = 1.
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f(z)=ax®+bx+1

b
—%:2 b=—4a  f(z)=a2®—4ax+1
F@Q) =-1 f(2)=4a-8a+1=-1 —da=—2

flz)=32"—22+1

(d) Vu le point (0;3), c = 3.

f(z)=az*+br+3

b 1 N
~5r =5 b= —q f(x)=ax*—axr+3
FO=1 S =te-ters=] da=}

3.3 Equations et inéquations

A retenir
Définition

Une équation du deuxieme degré a la forme ax? + bx + ¢ = 0.

Avec f (x) = ax® + bz + ¢, cela revient a f (z) = 0.

Propriété

L'équation az? + bx + ¢ = 0 possede 0, 1 ou 2 solutions
suivant le signe de p = b — 4ac.

Si b —4dac < 0 Si b —4ac=0 Si b> — 4dac > 0
b —b+ Vb2 — dac
T = —— xr =
2a 2a
Il n'y a pas de racine. Il y a une racine. Il y a deux racines.

Il suffit donc de calculer b> — 4ac pour sé€parer les trois cas.
On dit que b> — 4ac est le discriminant ou le réalisant.

Notation : p = b*> — 4ac.
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Propriétés (rappels)

1. Le carré d'un nombre est toujours positif.

2. Un produit est nul si et seulement si un des facteurs au moins est nul.
C’est la regle du produit nul.
AB=0<«<= A=00uB=0

Définition
Une équation du second degré az?+ bz +c =0 est incomplete ssi b=0 ou ¢ =0

Exemples de résolution

1. 322+ 52 =0
z.(3x+5)=0
x=00u (3xr+5)=0

:0 = ——
Zz ouzxr 3

2. 22 —4=0
(x—2).(z+2)=0
(x—2)=0o0u (z+2)=0

r=2o0ux = —2

3. 422 +9=0

402 = -9

9
2 _ _ 7Y
T

Pas de solution

4, 422 =0
22 =0
=20

5. (z—2)%=9
(x—2) =43

r—2=3ouxr—2=-3

r=5oux—2=-1
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Définition

Un trinbme du second degré est un polyndme du type az? +bx +c (a #0).

Propriété

Le signe du trinéme du second degre az? + bz + ¢

(a #0)

est toujours le signe de a sauf entre les racines.
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Ensembles liés aux inéquations et systémes d’inéquations

347

Inéquation

Ensemble

Notation

Interprétation géomeétrique

T >a

Ensemble des
nombres réels
strictement plus
grands que a

Ja; +o0]

r<b

Ensemble des
nombres réels
strictement plus
petits que b

] —00; b]

Ensemble des

nombres réels

supérieurs ou
€gaux a a

[a; +00]

Ensemble des

nombres réels

inferieurs ou
€gaux a b

r > a et
z < b noté

a<xz<b

Ensemble des
nombres réels
strictement plus
grands que a et
strictement plus
petits que b

z>a et
z < b noteé
a<zxz<b

Ensemble des
nombres réels
superieurs ou
€gaux a a et
inférieurs ou
€gaux a b

[a; 0]

W
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Définitions

Ces ensembles sont des intervalles.
[a;b] est un intervalle fermé et Ja;b[ est un intervalle ouvert.

Ja:b] est un intervalle semi-ouvert (ou semi-ferme).

Réponse aux exercices

1. Résous les équations suivantes

(@ 22 +52+6=0 S={-3-2}
(o) 22 —6x+8=0  S={2;4}
—1—\/5.—1+¢3}

2 — | = =
(c) 2?+2—-1=0 S{ 5 5

(d) 922+ 242 +16=0 S:{—g}

(e) 222 +3z+4=0 Pas de solution
(f) 422 = 16z S = {0;4}

11
(9) 182° +3x—1=0 S—{_g;é}
(h) 2> ~5=0 S={-V55}

(i) 2> +22+5=0 S={1-V6:1+6}

N2, T3 _J 31
() *+ 7 —-5=0 S{ 4’2}

4 1
2 _ _J_ =2
(k) —22—0,324+0,4=0 S { 5,2}
(1) 22=2  S={0;1}
(m) —22—-25=0 Pas de solution

(n) z +62%2=1 S:{—%;%}

(0) 36z +12=62>—6 5= {3-2V3;3+2V3}
(P) 22 —2v2z+2=0  5={V2}

2. (Ex 25) Résoudre l'équation z = /1 + 1+ =z
Le second membre etant positif, il faut x > 0.

Parmi les propositions, une seule ne contient ques des (en l'occurence
un) nombres positifs.
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Vérifions : 22 =141 4z < 22— 1=+1+ z. Il faut = > 1.
(x2—1)2:1+x<:>x4—2x2+1:1+:1:<:>:L'4—2x2—x:0
v(2?—20-1)=0<+= z(z+1)(z?—2—-1)=0.

, 1++5
0 et -1 etant exclus, il reste b* —4dac=5 T = 2\/_.
L-V5 étant exclu, il reste - +2\/5.
1. Résous les équations suivantes
(@) 522 +1=0 Pas de solution
(b) 22=81 S ={-9;9}
(c) 722 =32 S = {0;;}
(d) 42> —3=0 S:{—ﬁ;é}
2 2
3 3
2 _ — — .
(e) 1222 -27=0 S { 2,2}
9 9
(f) 72° +92=0  §=q-2:0
11 11
121 — 2 — SR QS
(g) 121 —4922=0 S { 777}
(h) (@+3)°=5 S={-3-V5-3+5}
(i) (z—2°=9(@—-2) S={2;11}
(j) 22—10=0  S={-v10;V10}
(k) (z—9°+1=0  Pas de solution
(1) (4o —7)° =0 S:{g}
2. Les 6 cas.
Nombre de racines | signe de a signe de f(x)
0 - _
1 + + 0 +
2 + + 0 - 0 +
0] + +
1 - -0 -
2 - - e + 0 -

3. Dresse le tableau de signe de
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350
a=1
(@) 22 — 6 + 8 b= —6
c=28
6+2 4
p=">b%—4dac=36—48=4 2racines:T:<
T 2 4
2 — 6x + 8 + 0 — 0 +
=1
(o) 22 +x—1 b=1
c=-—1
“1++/5 SN
p=0—4dac=1-4.(-1)=5 2racines:T\/_:< _13\/5
2
—1—/5 —1+v5
X 2 J2r
| + 0 — 0 +
(c) 922 + 242 + 16 b=24
c=16
—24 4
p=0%—4ac=24> —4144=0 1lracine: — = ——
18 3
v 3
922 +24x + 16 | + 0 -
(d) 422 — 162
drx(r—4)=0ssiz=00Uux=4
x 0 4
472 — 16x + 0 — 0 +
a=18
(e) 1822 +3x — 1 b=
c=—1
1
—3j:9: —3

= 2— = — — = i .
p=>0"—4dac=9—4.(—18) =81 2 racines: 36 <

QO |

T
1822 +3x — 1 + 0

O &l
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(f) 22 -5

22 —5=0ssiz’?=5ssi z=+VH

x —/5 V5
0

-5 + — 0 +

(@) —x®+2x+5 b=

-2+ 21
p=0—4ac=1-4.(—5)=21 2racines: ———— =<

—2
T 2—/21 2421
2 2
—x24+2x+5 — 0 + 0
=1
3 a
(h) 22 + = — = b=1
8 s
8
_1
4

1 2
p=0b"—4ac = — — 4. R 2 racines :
16 8 16

I
ool W
+
O
I
S ol
+

(i) 22 — x

?—r=0ssiz(r—1)=0ssiz=00ux=1

T 0 1
2—x| + 0 — 0 +
a=—1
(j) —z> — 25 b=0
c=—25

—2?2 —25 =0 ssi 22 =—25  pas de racine
x
—22 — 25 —

a=1
(k) 22 — 222 + 2 b=—2v2

C =

[N}
¥
@
>

[\}
[N}

)

=

351



352 CHAPITRE 3. DEUXIEME DEGRE

2v/2
p=0"—4ac=8—-42=0 1racine:7\/_:\/§
x V2
2?2 —2V2r+2| + 0 -
a=—1
(1) —2%+6x —9 b="6
c=-9
5 , —6
p=0 —4ac=36—-49=0 1racme:—2:3
x 3
—2?+6x—9| -— 0 —
(m) 2* +x + 8 b=1
c=38

p=0"—4ac=1-48=—-31 pas de racine

T
’+ 2+ 8 +

4. Etudie et représente la fonction f (y compris le signe les intersections
avec les axes).

(@) f(z) = —22+62x—10

b
5, = p=—4 Are=x =3 Sommet(3; —1)
a
x 3 x ‘
224+ 62—10 | 2| M|\, —2? + 62 — 10 | —

0 1 2 3 4 ) 6
10| -5 | -2]-1|-2|-5]-10

fNnoOx:/ fNOoy: (0;,-10)
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A

(6) f(z)=—42>+9

353

b
5 = 0 p =144 Aze=x2 =10 Sommet(0;9)

a

3 ;

= 0 ! 2 2
—4a?+9 | S| M|\ ~42+9| - | o | + | o | -
-3 | -2 -1 2 3

27| -=71 5 5 | =7 | =27
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6 -5 -4 -3 4 -1 11 2 3 4 5 6 7 8
_2_
() f(z)=—4a®+42+3
b 1
. == p= 64 Are =2 = - Sommet —,4
2a 2
1 ; :
x = x ) 92
2 2 2
—4t+dx+3 | S| M|\ —4$2+4$+3‘ - ‘ 0 ‘ + ‘ 0 ‘ -
o —iloltli] 2] 3
2
21| -513]4|3|]-5|-21
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4
3
2]
6 -5 -4 -3 -2 0 2 3 4 5 6 7 8
(d) f(z)=22>—-5x+1
b 5 5 17
- = =1 Are=2x = — t| = ——
50 4 p 7 re=ux Somme (4, 8)
- | L e | e feem
4 4 4
2 el |~ | m| S 20 ~5c+1| + | 0 | — | 0 |
50579
91 -1 e i B
0 42122
19| 8 |1|— | 18119
8
1 1
fNOx: (5 4\/—7,()) ot <5+\/_7,0) FN0y: (0:1)
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l_5 l_4 l_3 l2 '_!-1 l1 T l3 l4 l5 l6 l7 l8 l9’
_2-
(e) f(z)=—-32*+2x+1
b1 14
—— == =16 Are=x = - Sommet| -; -
2 3 ' re=" (3’3)
: ; !
X — .
3 ’ 3
32+ 1| S| M|\ 4’ +42+3] — [0 | + [0 | -
1 11
21 =1]101] 2= ? § -
g3 3 3
~15 | —4 |15 1| 4|15

fNOx: (;;O) et (1;0) fNnoy: (0;1)
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AN

b
~5g = -1 p=~6 Are=x = -1 Sommet(—1;—1)
a
x -1 T ‘ ‘ -3 - ‘ -3+V6
3z? 1 . :
s [N m | 2075z +1| + | 0 - | o0

4| -3 -2|-1[0 1] 2
25 I I 25
= Z =1 =2 i
2 b 2 2 ° 2
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5. (Ex 21) On considere l’ensemble A des nombres reels a pour lesquels

6. Complete le tableau

l'expression

b> —4dac =49 il y a donc 2 racines 1T =

a’> —9 — a — 3 est strictement positive. Quel est l’ensemble A?

a>—9—a—3 =a’>—a— 12 Méme si la variable est a, j'appelle les
coefficients a, b, c.

7 4
-3

4 p
5 La reponse est |—oo; —3[U]4, +o0l.
+



3.3. EQUATIONS ET INEQUATIONS

359

Intervalle Inégalité(s) Signification
1) |—1; 5[ —1<az<5 | Ensemble des réels supérieurs a -1
et inférieurs a 5

2) [—8; 11] —8<xz <1l Ensemble des réels superieurs ou

€gaux a -8 et inférieurs a 11
3) |—o0; —5] T < =5 Ensemble des reels inferieurs a —5
4) |—1;8] —1<z<8 | Ensemble des réels supérieurs a -1

et inférieurs ou €gaux a 8
5) [—1;3] —1<z<3 Ensemble des réels superieurs ou
€gaux a -1 et inférieurs ou €gaux a

3

6) | ]-oo:—1[U z<—1ou Ensemble des réels inferieurs a —1

[6; +00] z>6 OU SUpErieurs ou €gaux a 6
7) |—2; 4-00] T > —2 Ensemble des réels supérieurs a -2
8) |—00; 7 x<T Ensemble des reels inferieurs a 7

1. Resous les inequations

(@) S =[—4;3]

7T
©) 5 |5 1]
(c) S=0

(d) 222 +22+4<0
S = -1U[2 =]
() =222 —3z+9>0
s

(f) 222 —8>0

S =] -21U[2 =
(9) —222 +4x >0

S =10;2|

(h) —2®>+22x—-1<0

S =R\ {1}
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3.4 Factorisation du trindme

A retenir
Somme et produit des solutions de I’équation du second degré

Remarque préliminaire
L’équation az? + bz + ¢ = 0 admet des solutions quand p >0 .

—b+./p

La formule =z 19 = "om valable quand p > 0 , est aussi valable quand
a

p=0":
b

on retrouve alors z; = 9 = 55"
a

Quand p = 0, on dit que l’équation admet deux solutions identiques : z; =
b

To = —% .

Propriété (théoréme de Viéte)

Quand p >0, les deux solutions z; et z, de l’équation ax® 4+ bx +c =0 on pour

b
e somme S=x; +x9=——
a

e produit P =uz.29 = ¢
a

Factorisation

Synthése
2 AN _b:i: \/
Sl p>0]ar*+br+cec=a(x—x).(r—22) | OU 212 = 5
Factorisation de az?> +bx+¢c — | p=0 ar? +br+c=a. (x —x,)° ou 7, = ~5
a
N | p<0| az?+bxr+c est infactorisable.

Réponse aux exercices

1. Factoriser, sans oublier la mise en évidence et les produits remarquables.
(@) 2* =3z +2=(z—1)(z—2)

(o) 6x2+5x—6:6(93+;> (x—%) = (2x 4 3) (3z — 2)

(c) 82 + 622 —bx —3 = (x+1)(822—2x—-3) = (x+1).8. (x—%) (:E—f—%) =
(x+1)(4x —3) 2z + 1)
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(d) 22—-9=(z —3)(x+3)
(e) 222 —dz=x (v —2) (v +2)
(f) 42 — 20z + 25 = (22 — 5)°

(9) 1023 —32% — 162 —3 = (z + 1) (1022 — 13z — 3) = (x + 1) .10. (f”é) (x_;> =
(x+1)(5bz+1) (2z — 3)

2. (Ex 21) Considérons la parabole dont une portion est représentée ci-

dessous.
\ ~

Quelles sont les coordonnées du point d’ascisse 10 sur cette parabole ?

Il s’agit d’une fonction du second degré a 2 racines, donc y = a. (v — x1) . (x — @)

ouz; =0, 29=4eta<0. y=ua(x).(x—4) et comme l'image de 2
est 2,

2=a.(2).(2—4) doua= —%. L’'image de 10 est y = —%.10. (10 — 4)
et la réponse est (10; —30).

3. (Ex 22) Considérons l'équation suivante en x :
(az)® — (az)* 4+ az =0

Pour quelle(s) valeur(s) réelle(s) de o existe-t-il des solutions autres
que = = 0 pour cette équation ?

(az)® = (az)® + ax = 0 <= (ax) ((a:v)2 —ax + 1> =0

Sia=0, nimporte quel x est solution.

Le second facteur pourrait donner des solutions autres que x=0: (a:r:)Q—

ar+1=0
a2r?—ar+1=0 b2 — dac = a® — 4a? = —3a?
b2 — 4ac < 0 sauf si a = 0.

Reponse : uniquement a = 0
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Chapitre 4

Statistique

4.1 Prérequis

La moyenne de 3, 5, 10 et -6 est 3

La moyenne de 0, 2, 7 et -9 est 0]

1. La moyenne de 3, 3, 3,5,5,5,5,7,7et 7Test |5
Le calcul 3'3+71'85+8'8 donne 6

2. (Ex 23) Voici un graphique repreésentant le taux d’acces a l’enseigne-
ment supérieur des hommes et des femmes ayant obtenu un dipléme
de secondaire.

100% T
90% T O

0% + supérieur hors
T0%
60% T
50% T
40% T
30% +
20% T
10% T

université

33% 32%

hommes femmes

Supposons que parmi les personnes ayant obtenu leur diplobme de se-
condaire, 60 % sont des femmes et 40 % des hommes.

Que vaut le taux d’acces (en %) a l’enseignement supérieur hors univer-
sité parmi les personnes ayant obtenu un dipldéme de secondaire ?

0,4.42 4+ 0,6.45 = 16,8 + 27 Reponse : 43,8 %

363



364 CHAPITRE 4. STATISTIQUE

4.2 Tableau brut - tableau ordonné

A retenir
Définitions

e La statistique est la science qui a pour objet les ensembles etendus de
mesures de méme nature.

e La population est l’'ensemble des eléments auxquels se rapporte la mesure.
e L’échantillon est l’ensemble des €léments dont on connait la mesure.

e Un individu est un élément de la population.

e Le caractere est l'aspect de la population que l’on étudie, que l’'on mesure.
e Un caractere est quantitatif lorsque ses modalités s’expriment par des
nombres qui peuvent étre ordonnés.

e Un caractere est qualitatif lorsqu'il n’est pas quantitatif.

e Les modalités d’un caractere sont les différentes valeurs que prend le
caractere.

o L’effectif n, d’'une modalité (ou d’une classe de modalités) est Le nombre
d’individus ayant cette modalité (ou dont la modalité appartient a cette
classe).

Exemples de caractere quantitatif

Cote d'interrogation, age, taille, masse, nombre de buts marques,
diametre des clous, nombre d’enfants d’'une famille, distance entre
le domicile et L’école, ...

Exemples de caractere qualitatif

Nationalité (belge, marocain, italien, ...), couleur des yeux (bleu,
vert, brun, ...), marque de voiture (Audi, Peugeot, Toyota, ...), niveau
de satisfaction des clients pour un produit (médiocre, passable, bien,
...), type de délit (mineur, assez grave, grave, ...), ...

e Lorsque le nombre de modalités est largement supérieur a 10, on les re-
groupe en classes, de sorte que chaque modalité se trouve dans une et une
seule classe.

Tableau ordonné

Un tableau ordonné comprend 5 colonnes.
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1. La premiere colonne reprendra les modalités z; ou les classes de mo-
dalites suivies de leurs centres c; (6 colonnes dans ce cas).

2. La deuxieme colonne contiendra les effectifs n;.

AY Vd n’ AN
3. La troisieme colonne contiendra les frequences f;. f; = —, ou n est
n
l'effectif total.

4, La quatriéme colonne contiendra les effectifs cumulés N; = ny +n9 +

5. La cinquieme colonne contiendra les freguences cumulées F, = —,
n

Réponse a l’exercice

1. Cotes d’un controéle

Population : les éleves de 5eme,

Individu : un éleve de 5¢me

Echantillon : les éléves de 5 qui ont présenté le test
Caractere : la cote obtenue

Type de caractere : quantitatif

Modalités : 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9, 10.

Modalités z; | Effectifs n, | Fréquences f; Effectifs Frequences

cumulés N; | cumulées F;
1 3 2,68% 3 2,68%
2 6 5.36% ) 3. 04%
3 7 6.25% 16 14.29%
4 19 16, 96% 35 31,25%
5 18 16.07% 53 17.32%
6 21 18,75% 74 66,07%
7 16 14.29% 90 80, 36%
8 13 11,61% 103 91,96%
5 6 5.36% 109 97, 32%
10 3 2.68% 112 100%

n =112 Total :

ne=21  f3=6,25% Ny=109 Fs=66,07%
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4.3 Diagrammes et graphiques

A retenir

Les modalités sont toujours sur l’axe horizontal (x).

Un polygone (une ligne polygonale) est formeée de segments de droites bouts-
a bouts (les sommets).

Un histogramme est forme de rectangles : de Loin, on dirait une rue de gratte-
ciels.

Un graphique en batonnets est forme de... batonnets, pas de rectangles.

Réponse aux exercices

1. Cotes d'un test

Diagramme en batonnets

Effectifs
20|

18]
16
14
12

10

0 tes
0 1 2 '3 4 5 & 1 '8 9 10

Diagramme en escalier
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| Effectifs cumulés
120

108
96
84|
72]
60|
48]
36
24

12]

0- Cotes

4.4 Indicateurs de position

A retenir
Définitions

e Le mode est la modalité auquel correspond l'effectif (ou la frequence)
le (la) plus eleve(e). Lorsque les modalités sont regroupées en classes, on
utilise le centre de classe.

e La moyenne arithmétique 7 d’un caractere quantitatif est le quotient de la
somme de tous les résultats obtenus par l'effectif total.

Si p est lLe nombre de modalités differentes, si n, est l’effectif de la modalité
z1 , no celui de la modalité zs , ..., n, celui de la modalite z, et si n est l'effectif

total, alors
n1.21 + N2 + ... + Np.xy
n
Dans le cas d’'un caractere quantitatif regroupé en classes, les z; doivent étre

remplaces par les centres ¢; des classes dans la formule ci-dessus.

T =

e La médiane est la modalité telle que la moitié de la population ait une
modalite inférieure.

Le caractere doit étre quantitatif.
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Réponse aux exercices

mode | meédiane | moyenne

Taille des eleves

Cote d’un controéle 5) 5,3 5,6

4.5 Indicateurs de dispersion

A retenir
Définition

Un parametre de dispersion précise comment sont réparties les mesures
autour d’une valeur centrale.

A chaque indicateur de position est associé un indicateur de dispersion qui
précise comment sont réparties les mesures autour de cette valeur centrale.

Indicateur de position | Indicateur de dispersion
Mode Etendue
Moyenne Ecart-type

Médiane Ecart inter-quartile
Définitions

e L’etendue (E) d'une série statistique est la différence entre la plus grande
et la plus petite modalite.

Si des centres de classe ont €té définis, ils peuvent étre utilis€s.
L’étendue est l'indicateur de dispersion associé au mode.
e La variance est définie par la formule

SRERLUL (z1 —T)° 4 ng. (23 —T)° + ... + 0. (x, — T)
n

dans laquelle T est la moyenne, n l'effectif total, x; le centre de la classe ;
et n; son effectif.

o L'écart-type est défini par o = V/V.

L'écart-type est l'indicateur de dispersion associ€ a la moyenne.

2

e Les quartiles () et (3, parfois appelés Q1/4 et Q3/4 sont définis comme ceci.
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Q1 (ou @y,) est la modalité telle que 25% des modalités Lui soit inferieures.

Q3 (ou Q) est la modalité telle que 75% des modalités Lui soit inferieures.

e L’€cart interquartile est Q3 — Q.

L'écart interquartile est l'indicateur de dispersion associé a la médiane.

Réponse aux exercices

mode | étendue | mediane | écart | moyenne | €cart-
inter- type
quartile
Taille des eleves
Cote d'un contréle 6 9 5,3 3 5,6 2,1
2. (Ex 21) On considere la série de données suivantes : 2: 4:6: 8 ~

T=295 a:\/

(a) On ajoute une donnée a cette série. Parmi les données ci-dessous,
quelle est celle qui fera diminuer l'écart-type ?

(a) Calculez-en la moyenne et exprimez son €cart-type.

(5-2°4+0B-47+(5-6)7+(5-23)°

9

Considérons la série

11111111110101919 191919 19 19 19 19 de moyenne 10 et
d’écart-type 8,76.

4

Si nous enlevons les 2 « 10 » ’eécart-type augmente (9,26).

Il s’agit de 5 car, sous le radical, on ajoutera 0 au numeérateur et le
dénominateur passera a 5.

(Ex 22) Vous obtenez un €cart-type pour une série de vingt donnees.
Apres véridication, deux de ces données paraissent erronées. On les
retire de la série et on recalcule l'écart-type.

Comment va €voluer le nouvel €cart-type sur les dix-huit données par
rapport a l’ancien €cart-type sur les vingt données?

Il peut diminuer, augmenter ou rester inchangé par rapport a l’ancien.

Si nous enlevons un «1» et 1 «19» l’écart-type diminue (8,73).
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Le lecteur trouvera facilement une serie monotone dont l’écart-type ne
changera pas.

(Ex 24) Etant donné un nombre réel x, on considére les deux séries
statistiques suivantes :

Serie 1 : X-2; X-1;x; x+1; x+2

Serie 2 : X X+1: x+2: x+3: x+4

Comparez les écarts-types des deux séries.

La moyenne de la premiere série vaut x, celle de la deuxieme x+2.
Toutefois, les écarts sont identiques : 2; 1;0;1; 2 (en valeurs asolues).

Réponse : L’écart-type de la série 1 est identique a celui de la série 2.



Chapitre 5

Géométrie analytique plane

5.0 Prérequis

A retenir

e Une €quation est une e€galité qui est vraie ou fausse.

Exemple : 3z — 4y = 7 est vraie pour z = 1 et y = —1, note (1;—1)

et fausse pour pour z = 1 et y = 2, noté (1;2).

e Résoudre un systeme de deux €quations, c’est deéterminer les couples (7;y)
tels que les deux equations soient vraies (solutions communes).

3x—4y =17
r+y=0
e La méthode des combinaisons consiste a remplacer une des deux équations
du systeme par une somme de multiples (non nuls) des deux equations.

Exemple : { a comme solution (1;-1).

On obtient alors un systeme qui a les mémes solutions que le systeme de
départ.

Réponse aux exercices

Les détails se trouvent a I’adresse :

http ://tetramath.jean-luc-goffin.oe/geometrie

1. Resous les systemes suivants par la methode des combinaisons.

9 1
(a) (—g;—g)
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25
(o) (§7§>

5 2
(c) (—5;—5)

Résous les systemes suivants par substitution.

(@) (47)
(b) (2;,-2)

5 8
(c) (—§§ —5)

. Résous les systemes suivants par la méthode de ton choix.

(a) (-1;2)
(b) Pas de solution
(@ (22

(%7)

(d) Pas de solution

11 5
(e) (—§§—Z)

(Ex 21) Ma voiture consomme 6 litres de carburant par 100 km lors de
trajets en ville et 4 litres par 100 km lors de trajets hors ville. Le
tableau suivant fournit le récapitulatif des distances, exprimées en km,
parcourues en ville et hors ville lors de trois trajets, notes 1, 2 et 3.

En ville | Hors ville

Trajet 1 | x km 300 km

Trajet 2| 5 km y km

Trajet 3| 15 km 200 km

Ma voiture a consommeé 42,4 litres de carburant pour effectuer les trois
trajets et 32 litres pour effectuer les parties hors ville des trajets 1 et
2.

Que valent x et y?

La consommation par km en ville est de 0,06 et hors ville de 0,04.

Pour les 3 trajets, 0, 06z +0,04.3004+0, 06.540, 04y +0, 06.15+0, 04.200 =
42,4 et

pour les 2 parties hors ville 0,04.300 + 0,04.y = 32 ce qui donne
0,06x + 0,04y +12+ 0,3+ 0,9+ 8 = 42,4 0,06x 4+ 0,04y = 21,2
0,04y + 12 = 32 0,04y = 20

1,2.100
0,06z + 20 = 21,2 T = ~ B
{ 0,04y = 20 B 20400 x=20 et y=500.

4

Y
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5. On considere le systeme

ar +by =c . _ ,
ou les inconnues x et y sont des nombres reels

—ax +dy = —c
et ou les nombres réels a, b, ¢ et d sont non nuls.

Combien de solutions admet ce systeme?

ar +by =c ar +by =c ar +by =c
—az 4 dy = —c | by +dy=0 b+d)y=0

1
1

Si b+ d # 0, la seule solution est (E;O).
a

Si b+ d =0, y vaut n’importe quel réel, chaque y donnant un z.
Ce systeme admet soit une solution, soit une infinité (au moins une

solution).

6. Etant donne un parametre (3 reel, on considere la systeme suivant :

bx+ Py =1
1+py=1

Combien de solutions admet ce systeme?
Br+pPy=1 | 1 Br—1=0 Br=1
1+ p0y=1 By =0
1

1+py=1 | —1
r=— .
Si B#0 B le systeme admet une solution unique.
y=20

0=1 .
Sif=0 { 0—0 le systeme n'admet pas de solution.

Le systeme n’admet pas de solution pour certaine(s) valeur(s) de /3
uniquement.

7. Construis les figures demandées.
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5.1 Points et vecteurs

A retenir
Définition

Deux points A et B du plan, pris dans cet ordre, définissent un vecteur que
l'on note AB .

La notion de vecteur est identique a la notion de translation ou de déplace-
ment de A en B.

En abrégé, on désignera un vecteur par la notation ¥/ .

T — AB

Composantes du vecteur f@

Si, dans un repere du plan, les coordonnées du point A sont (x4;ya) et celles
du point B (zp;yp),

les composantes du vecteur 1@ sont les nombres qu’il faut ajouter aux
coordonnées de A pour obtenir les coordonnées de B.

Autrement dit, les composantes du vecteur @ sont (a:B — TAYB — yA).
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Caractéristiques d'un vecteur

Le vecteur non nul A est caractérisé par :

e sa direction : celle de la droite AB

e son sens : de A vers B

e sa norme : la distance entre A et B, notee H/@H

Remarques

e En physique, on deéfinit une quatrieme caracteristique, appelée point d’ap-
plication, precisant la position de l'origine du vecteur. En mathématiques, en
geéneral on ne fixe pas l'origine, on parle alors de vecteur libre; si par contre
on choisit une origine particuliére, on parle de vecteur Li€.

e Le vecteur nul n’a ni direction, ni sens et sa norme vaut 0.
e Le vecteur nul a comme composantes (0;0).

Norme d’un vecteur
Definition : La norme d'un vecteur est la distance entre son origine et son

extremite.
La norme du vecteur ¥ se calcule par \/v? + v3

La norme du vecteur 1@ se calcule par \/(xB —x4)° + (ys —ya)”

Vecteurs égaux

e Définition algébrique : Deux vecteurs qui ont les mémes composantes sont
egaux.

e Définition géométrique : Deux vecteurs AL et CD sont €gaux s’ils sont
nuls tous les deux ou s’ils ont

méme direction
méme sens
et méme norme.

On écrit AB — CD.

B D
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Réponse aux exercices

1. Détermine les composantes et les normes des vecteurs

AB (4:2) et HﬁH — 25
AC (—4;0) et Hﬁ” — 4
AD (4;—3) et H@H —5
OB (8;2) et HEH — 2V17

2. Donne avec preécision la position relative des deux vecteurs donnés.

(a) méme extremite, méme norme

(b) méme direction (paralleles)

(c) méme norme, consecutifs

(d) méme origine

(e) méme extrémité, méme direction (paralleles)

(f) méme direction (paralleles), consécutifs

(g) méme origine, méme direction (paralleles), méme sens
(h) méme direction (paralleles), méme norme

(i) consecutifs

3. Construis le vecteur égal a ¢ qui est consécutif au vecteur .

d) —— e) ———" ) ——
u v u v' v
—_ -« +«———
v v v u

4. Cite tous les vecteurs €gaux a :

AB = EG = DC

CB = HF = DA
HI = DE = CCG = EA=TF =GB
EF = DI = HCG = TB

AA=BB=0CC=..=HH =1I.
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5. Dans un repere, A (2;3), B(—4;5), C (—3; —4) et D (5; —1).

(a) AB (—6;2), BA(6;—2), AC (=5, —T), AD (3; —4), BC' (1;—9), DE (~9:6), CD (8;3)
et BE (0;0).

@ 78] - 210 et | - v
6. Trouve les coordonnées de

(a) A(4;1)
(o) B(—5;6)

7. Dans chaque cas, détermine les coordonnées du point D pour que ABCD
soit un parallélogramme.

(a) D(9;-5)

14
(o) D(1; 3)

5.2 Opérations sur les vecteurs

A retenir
Relation de Chasles

Pour tous points A, B, C,
AB + BC = AC

Opérations hybrides

Toute operation sur les vecteurs

donne la méme operation sur les composantes.

Somme de deux vecteurs

Dans un repere du plan, si @ (u;;us) €t ¥ (v;v) , alors les composantes de
@ + ¢ sont (ug + v1;us + v3).
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|_I
£
£

Régle du parallélogramme

Si 1@ et 1@ sont deux vecteurs de méme origine,
AB+ AC = AD ou D est le quatrieme sommet du parallélogramme ABDC.

C D

Multiplication d'un vecteur par un nombre

Dans un repére du plan, si 7(@1;1)2) ,

alors les composantes de k. sont (k.vy; kovg).

Géométriquement

Soit @ un vecteur non nul et k¥ un réel non nul. Alors, k7 est un vecteur :
e de méme direction que ¥

e de méme sens que ¥ si k>0 et de sens contraire a @ Si k <0

e de norme €gale a |k|. ||

Si le vecteur @ est nul ou si le réel k est nul, le vecteur ku est nul.

Vecteurs paralléles

Deux vecteurs sont paralleles ssi l’'un est multiple de l’autre.
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Autrement dit, AB//CD < AB = k.CD ou CD = k.AB (pour un certain k € R).
En particulier, le vecteur nul est paralléle a tout vecteur.
NB

Des vecteurs paralleles sont parfois appelés colinéaires.

Vecteurs orthogonaux

Définition
Deux vecteurs sont orthogonaux si leurs directions forment un angle droit.

Notation

LY

Vecteurs orthogonaux et composantes

Dans un repere orthonormé! du plan, le vecteur @ (z,;y,) est orthogonal au
vecteur v (z,;y,) Si et seulement si z,.z, + y,.y, = 0.

7£7 > Ty-Ty + YuYp =0

Décomposition d’un vecteur

Lorsque ﬁ = —257 + 207

on parle de « décomposition » du vecteur Bﬁ
comme s’il s’agissait de composer des translations.

C’est de la que provient le mot « composantes » (ici (—2;2) si 07 et 5; ne
sont pas paralleles).

1Un repere orthonormé a des axes perpendiculaires qui portent la méme unité.
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Parallélogramme et vecteurs égaux

Ase s D

ABCD est un parallélogramme <= AL = DC ou AD = BC

Milieu d’un segment

*>
o
L Juy)

M milieu de [A; B] «—= AM = MB = %1@

Réponse aux exercices

1.

2. Complete les €galités suivantes.
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(a) AL — 4AD
(6) GD = —%1‘5
(c) 07 = —SE?

(d) OH = %ﬁ

(e) @ = —%L@
(f) NI = 2IF

3. Soit ABCD un parallélogramme, F le milieu de [AB],
G le milieu de [BC|, H le milieu de [CD] , E le milieu de [AD]

et I l'intersection des médianes.

Complete :

@IB+Cl—Ch—DA  (@DI+CI=CB
(e)AD + DB — AC = CB

) A1 +GF =T (f) A+ DI - IC+ I = DF - HB

(c) AJ§—D}E§:BC\Y

4. Détermine les composantes des vecteurs

(12 U (3;-2)

(@) U + U (4;0)
(o) ¥ — 274 (1;—6)
(c) 2U — ¥ (—1;6)
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(d) 5 — 37 (—4;16)
1 3 i
(e) 57 - 17 (—%:3)

5. Exprime les vecteurs suivants comme sommes de multiples des vec-
teurs O/ et OJ.

(a) ]71:@7

(b) AB = —20

(c) ﬁz—()ﬁ

(d) BC = —201

(e) OT>4:51>+07}

(f) AC = —201 — 20
(9) lﬁz(ﬁ—(ﬁ

(h) BD = —201 + 20

, , — .
6. Determine les composantes des vecteurs ¢, T et W paralleles au
vecteur .

@7 (1;-2) T (%-4) T (-306) w(&é)

(o) (—%%) T(-3%2) V(32 W (—91)

. : —
7. Détermine les composantes des vecteurs t, U et W orthogonaux au
vecteur .

@y Ten  7(-s-3) (1)

wa(3) Ten (a3 3G

8. Le trésor du pirate est enterre dans une ile déserte.

Indiana sait qu’il doit parcourir 3 pas de géant vers le nord, 7 pas de
souris vers l'est, puis 3 pas de souris vers le sud et enfin 4 pas de
géants vers l'ouest pour y parvenir.

(a) Ou se trouve le tresor?
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(o) Comment y arriver plus simplement (sur le dessin et en frangais
animalier) ?

Trésor L

Pas de souris
*r—e

Pas de géant
’r—e

1 pas de geant et 2 pas de souris a l'ouest, 2 pas de geant vers le nord

9. (Ex 21) Dans le plan muni d’'un repere, on considere les points A(1;2)
B (z;8) et C'(10;y) tels que 2AB = BC.

Que vaut (z,y)?

AB (x — 1;6) et BC (10 — 2y — 8) donc { 2(x1—21):108—x
-

{ sr-2rr=10 péponse : (45 20).

20=1y
10. (Ex 22) On considere quatre pomts , Q, S et R formant un parallelo-
gramme tel que P() est parallelle a @ et ﬁ est parallelle a QR.

Exprime le vecteur @—21@ comme une combinaison lin€aire des vec-
teurs PS et P

P Q
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QS = Ok + RP + PS = 2P§ — PR
PG = PLi+ RQ = —PS + PFL.

Q% — 2P0 — 2P8 — PR+ 2PS — 2PL — 4P% — 3PL

(Ex 23) Le dessin ci-dessous représente le parallélogramme PQRS (les
droites PQ et SR sont paralleles et les droites PS et QR sont paralleles).
Notons M le milieu du segment [P, S| et N le milieu du segment [P, Q)]

P M S

H v
Exprime le vecteur 2M N comme combinaison lineaire des vecteurs ﬁ
et RS.

MN = MDP + PN.

9NN = 2MP + 2PN = SP + SL.

Réponse : 2MN = —PS — RS

5.3 Equations d’une droite

Dans tout cette section le repere est orthonorme.

A retenir

Equation vectorielle d’une droite

Au départ, 4 est un point et ¥ un vecteur non nul.

Ils déterminent une droite dont la direction est o (vecteur directeur).
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%

Le point P appartient a la droite si et
seulement si AP — k. 7.

AP = k.U est une équation vecto-
rielle de la droite.

Si A et B sont deux points distincts, il existe une seule droite contenant A
et B, appelee droite AB (axiome d’Euclide).

Le vecteur ,ﬁ a la direction de la droite AB. ¥ = ,@ (vecteur directeur).

Le point P appartient a la droite AB si
et seulement si ﬁ = ku@

AP — k.AB est une equation vectorielle
de la droite.

Lorsque l’équation ﬁ = k/@ est fausse, le point P n'appartient pas a la
droite AB.

Lorsque l’équation AP — k.AB est vraie, le point P appartient a la droite AB.

> ¢

Faux Vrai

Equations paramétriques d’une droite

Au depart, A est un point et ¥ un vecteur non nul.
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Dans un repere du plan, la droite d
contenant le point A(za;y4) et de di-
rection ¥ (z,;y,) @ comme €quation

r—x4=k.x,

Y —ya = k.y,

T —1x4=k.x,
Yy —ya=ky,
Si la droite est donnée par 2 points distincts A(xza;ya) €t B(zp;yp),

En clair, le point P (z;y) appartient a la droite d ssi {

il suffit de prendre le vecteur directeur o = E(a:B — ZA YR — Ya)s
Tu obtiens

r—xa=k (xrp—x4)

{ Yy —ya =k (yp —ya)
Remarque

ou k est un nombre réel.

Il est possible d’obtenir autant de points qu’on veut de la droite en choisissant
autant de valeurs de k.

Equation cartésienne d’une droite

Une equation cartésienne d’une droite peut s’obtenir en €liminant le para-
metre k du systeme d’équations paramétriques de cette droite :

rT—x4=k.x2
{ Y—ya=ky,
1" cas : droite parallé&le a I’axe des ordonnées (verticale)
Cette droite contient deux points qui ont la méme abscisse.
Un vecteur directeur est o (0;y,)-

Une droite verticale a une equation de la forme = = z 4.

2°7¢ cas : droite non verticale

—ga=kz,
dz{x AT R ol 2, £ 0

Y—ya=ky,
_ xr— X
S G ” 4 _k
Ty — U r— x4
Y—ya=kyy Yy=ya=———W
La deuxieme équation devient y — y, = &(:E—xA) =y —ys = oo &xA —
Ty Ty Ty
Yo Yo
Y= —"—T— —Tat+tya
Ty Ty

Cette équation ala forme |y = mx + p avec m = Z—”
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Nous voici revenu l'année derniere, avec une fonction du premier degré de
pente m (fonction constante si m = 0).

Méthode rapide

La droite d est définie par le point A (z4;y4) et le vecteur directeur 7 (2,; yy).
Le point P (x;y) appartient a la droite d si et seulement si
les vecteurs Ap et U sont paralléles,

c’est-a-dire ssi leur déterminant est nul.
ﬁ(m — T4,y — Ya)
T— T4 Ty

Y—Yya Yo
dEyv(x_xA)_xv(y_yA)ZO

Ped <— =0

Forme canonique (ou implicite) d’'une équation cartésienne

Dans un repere du plan, l'equation ax + by +c =10

ou a et b ne sont pas tous les deux nuls, €St celle d’'une droite.

Exemples

, % , 4
1. Si a = 0 l'equation donne, par exemple, 3y +4=0<=3y = 4 <y = —3

qui est une droite horizontale (pente 0).

. ’ . 3
2. Si b = 0 l'’equation donne, par exemple, 224+ 3=0<= 21 = -3 <z = -3
qui est une droite verticale (pas de pente).

3. Sia#0etb+#0 l'’equation donne, par exemple,
2 4 . . .
2043y —4=0<=3y=-2r+4<=y= —37 + 3 qui est une droite oblique

2
(pente _5)'

Dans un repere du plan,

toute droite a pour equation ax+by+c =0 oua et bne sont
pas tous les deux nuls.
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Réponse aux exercices

AB BC CA
Equation
quat AP = kAL AP = k. BC AP = k.CA
vectorielle
vecteur (2-4) T (3;5) V(=5 -1)
directeur ’ ’ ’
1.|  Equations r—1="2k r—3=3k T —6=—5k
parametriques y—2— —dk y+2 =5k _3— _k
Pente %4 — _9 g :—é _ %
c y=—2z+p y=3x+p y=3T+p
Equation 6 9
;. 2="24p=p=4| 2=5+p=p=T7|3=+p=>p==
cartesienne s L
y=—2x+4 y=§x+7 y:5x+5

2. Détermine un systeme d’équations paramétriques et une équation car-
tésienne de la droite contenant les points suivants :

(a) @(—3; —6) m = 2 y=2r+p Réponse : y = 22 — 3
() AB(2;1)  m=

DO —

y:%x—kp Réponse:y:%az—kg

(c) @(—2; 0) m=0 y=p  Reéponse:y=4
3. Dans chacun des cas, determine une équation cartésienne de la droite d

(a) m=—3 Réponse:y=—3x— 1
(b) Droite verticale  Réponse : z = 3
(c) m=0 Réponse:y =2

(d) m=6  Reéponse:y=6x—17

() m=0 Reéponse:y = —2

(f) Droite verticale  Réponse : © = 3

4. Dans un repere du plan, on considere les points A(4;1) et B(4;-2).

7 T — :0
a) 7 (0: -3 Reponse d =
(@) v (0;-3) P {y_1:_%

(b) (4;0), (4;2) et (4;,-1)
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5. Trace et donne la pente des droites suivantes

3

d

(c)
d,) d,
d3
D
G
5 -4 3
IDH
(a) 3
(b) —2
(c) 0

(d) pas de pente

6. Determine une équation cartésienne des droites suivantes :

(@) di=y=2x+5

2
(o) dQEy:—gﬂf——

4
3

389
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(c) d3=x=—6
(d) dy=y= -2
(€) ds=y=—2x
(f) de=z=-1
(Q) dr=y=2+5
(h) dg=y=-6

7. Détermine des équations paramétriques de la droite

=2 — 4k
(a)dz{x EeR

y=3+k
= -5 —4dk
0) d={ " keR
y=06+k
. > . )7 . o xr=2k—3
8. droite d definie par le systeme d’equations parametriques d = bs (k € R).
y=-

(a) A(-3;5) et v (2;—1).
(o) dNOzx: (7;0) dﬂOy:(O;g)

1

r=—-+4k
(c) d = 3 (k € R)
— 2o
y 3+
1 7 )
d) d=y=—= —etdr=y=2xr—-
(d) y=—57+3 y=2r-3

31 37
e) | —=;—
(e) (15’15)
9. Trouve le coefficient directeur (pente) des droites suivantes puis indique
si elles sont verticales, horizontales, croissantes ou decroissantes.

(a) mg, = —4 \l
(0) mq, = a

DO QO o W

/

(d) Pas de pente d, est verticale

(c) my, =

(e) mg, = z Ve Mg =0 d¢ est horizontale.

3 17 15 17 . ,
10. ABEy:_ZerZ 8:Z+Z A, B et C sont alignes.
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5.4 Droites paralléles ou perpendiculaires

A retenir

Dans ce qui suit, d; et d, sont deux droites du plan de vecteurs directeurs
U_1>($v1;yu1) et U_2>(Iv2;yv2) et de pentes m; et mo.

Le repere est orthonormé si nécessaire (perpendicularité).

e Deux droites sont paralleles lorsqu’elles ont le méme vecteur directeur.
e Deux droites qui ont la méme pente sont paralleles.

e Deux droites verticales sont paralleles.

e Deux droites sont perpendiculaires lorsque leurs vecteurs directeurs sont
orthogonaux : x,1.Zy2 + Yp1-Yu2 = O.

e Lorsque my, = —mi (inverse de l'oppose), les droites sont perpendiculaires.

1
On peut aussi retenir my.my = —1.

e Une droite verticale (pas de pente) est perpendiculaire
a une droite horizontale (pente 0).

Exemple : d = x =2 et d = y = —3 sont perpendiculaires.
e Une droite horizontale (pente 0) est perpendiculaire

a une droite verticale (pas de pente).

Exemple : d=y =4 et d = x =1 sont perpendiculaires.

Réponse aux exercices

1. Détermine un systeme d’équations parametrigues de la droite

—2=—k
@) d=1{ °
y—3=—4k

1=—k . Voo
(b) d, = { v " contenant Le point C (—1;2) et parallele a d.

2 =4k . . Lo
(c) dy = { v " contenant le point D (-2,0) et perpendiculaire a d.

2. Determine une equation cartesienne de chacune des droites suivantes.
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1
(@) di=y= —5¢

(o) dgzy:§x+2
(c)ds=y=—-2v+3
(d) dy=y=2

(e) ds=ax=-7

(f) d6Ey:—%x+1
() dr=y=—-5x—13

1
(h) ds=y=—=-x

3
. 7
(l) dgEy:—Z.’E—l
(j) do=x=5
— =
(k) d11=y—10+3
(l.) d125y22

3. Etablis les correspondances entre les deux colonnes.
1)BCetH
2) ADetG
3)EetF
4) C et |

4. Trouve, graphiguement et par calcul, l’éventuel point d’intersection des
droites :

(a) (;—4)
(o) (1;-2)

(c) Pas de point d’'intersection : d; et d, sont paralléles.
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5. Détermine l’équation explicite des droites suivantes.

2 3
(a) a=y=-—cr—c
(b)) b=y=—a+2
(€) c=y=-1
(d) d=y=-3z+7
(€) ¢ = 3 7
e:y—ix—i
() f=y=gr—3
(@) g=x=2
(h) h=y=—5z—13
(i) z’zy:_%_1

N __1
() j=y= 33:
(k) k=y=-5

() I=2=10

6. Trouve graphiquement, puis par calcul, l’éventuel point d'intersection
des droites suivantes.

8 1
2 7
(c) Pas de point d'intersection : droites paralleles distinctes

7. (Ex 23) Dans le plan muni d'un repére cartésien orthonorme, on consi-
dere la droite qui passe par les points (0;16) et (10;0). On considere
également une autre droite passant par l'origine et de pente 3/5.

Que vaut l'abscisse x du point d’intersection de ces deux droites?

. 16 ,
La premiere droite a comme pente 10 = 5 Une equation de cette
droite est donc

8 . 8
y:—5x+pou 16:—3.0+p = p = 16.

, 3
L'autre droite a comme equation y = gyc

8
| y=—z7+16 8 3 3 .8
Intersection 3 = ——x+16=-2x = 16 = -+ -z
_° 5 5) 5% 5
Yy =-x
H
11 , 80
16 = —x Reponse : —

5 11
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8.

10.
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(Ex 22) Dans Le plan muni d’un repere cartésien orthonormée, on considere
les points

A(2:3)  B(1:6) C(41)

Soit d; la droite contenant les points A et B, dy la droite comprenant
le point C et perpendiculaire a d; et en fin ds la droite d’équation y =
—2x + 8.

Quelles sont les coordonnées du point d’intersection de ds et d3?

(a)

(_
(0) (—1;
(
(

2;6)
5)

(c)
(d)

L;

6)
1;7)
Seul le point (1;6) appartient a la droite ds (6=-2+8). Réponse (c).

(Ex 24) Dans le plan muni d’un repere cartésien Oxy on considere la
droite d passant par le point (1;5) et parallele a la droite passant par
les points (0;240) et (120;0).

Quelle est L'abscisse de l'intersection entre la droite d et l'axe Ox ?
—240

50 —2. d=y=—-2r+poud=—2+4p.

La pente de la droite d est

y=—2x+7
y=20

Ré onse'7—14
ponse: s =

(Ex 25) Dans le plan muni d’un repere cartésien orthonormée, on considere
la droite d de pente m = /2 passant par le point (—3;v/2) et la droite
d’ perpendiculaire a d et passant par le point (0; 3).

Que vaut l'abscisse du point d’intersection de d’ avec l'axe des abs-
cisses?

1
d’ a comme pente ———. d=y=——x+3
P NG V=-7
1
y=—7v+3 1
V2 = —xr =3
y=0 V2

Réponse : 3v/2.



partie V

Retenir et appliquer (m54)

395






Chapitre 1

Fonctions trigonométriques

1.0 Prérequis

A retenir
Cercle trigonométrique

Le cercle trigonometrique est le cercle centré a l'origine du repere (ortho-
norme) et de rayon 1. Son origine est le point (1;0) et son sens est le sens
anti-horlogique.

I Y

397
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Propriété

Un angle orienté o est représenté par un point A du cercle trigonometrique.

C’est ce qui fait du cercle trigonométrique le rapporteur universel. Apres
tout, un rapporteur n’est qu’'une machine qui représente un angle par un
point.
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Nombres trigonométriques d’un angle orienté
Lorsque l’angle « est représenté par le point A du cercle trigonometrique,

COS «v est l'abscisse du point A.

sin o est l'ordonnée du point A.

_ Sina
tan o = m
t

1.5
A

0.5¢sin(a)

S E
1c0s(0)-0.5 9 0.5
ptan(a)
-15

Propriétés

1. -1 <sina<1

2. - 1< cosa<l1

3. Sin2 o + €0S?2a = 1 Formule fondamentale!
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Fonction du second degré

f:ax— ax®+bx+c (a+0) est une fonction du second degré.
Le graphe d’une fonction du second degré est une parabole

axe

Azre = = —i
2a

sommet
b B b p
(oo ) = (5, — L)

variation

Transformées des fonctions de référence

A partir de f, Transformation Graphiquement
construire des coordonnées

hz)=—f(z) | (z;y)— (x;—y) symetrie d'axe Ox

i(x)=f(—x) (x;y) = (—z;y) symetrie d'axe Oy

) translation verticale
_ ) . ’
J@)=F@)+p [ (@Y) = @Gy +p) | ge ) gnités

translation horizontale

k(z)=f(z+p) | (z19) = (z —p;y) de —p unités

déformation verticale

[(z) =p.f(2) (259) = (23p.y) de coefficient p

) deformation horizontale
Y

m(@) = f (p2) @w%+(

de coefficient —
p

x
p
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Réponse aux exercices

1. Les 12 points

Point | Mesure sin cos
1 3
A | o3ee | L] V3
2 2
2
5 | s | V2| V2
2 2
3 1
C 600 £ _
2 2
el oazee | V3| L
2 2
V2 | V2
G 135° _— | ——
2 2
1 V3
H 150° — ——
2 2
1
| 210° —— —ﬁ
2 2
2 2
|| aase | Y22
2 2
3 1
K 240° —g ——
V3|1
L 300° e —
2 2
V2| V2
M 315° —_ | —
2 2
1| V3
N 330° —— —
2 2

2. sin €gaux ou Cos €gaux
(a) Sin30° =sin150°  sin45° =sin135°  sin60° = sin 120°
sin210° = sin330°  sin225° =sin315°  sin240° = sin 300°
(b) €os 30° = cos 330° C0S45° = €c0Ss 315° €0s60° = cos 300°
C0S 120° = €0s 240° C0S 135° = €0s 225° C0s 150° = €c0s 210°
3. Etudie et représente

(@) f:x— 222 bz —7
dom f =R
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) f:o— —22+3x+4

dom f =R
b =25
2. 2 7

3 3 25
Are=x = - t: = —
re=1 = Somme 2,4>
GNOx: (—1;0) et (4;0)

GNOy: (0;4)

T

f —

+10| -

<l o] L
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4 -3 2 5 6

21

22

-34

-4

.5

c fix——a>+zx—1
dom f =R
1

a2 1p__3 1 3
Are=x = = mmet : | -; ——
re=1 =g So e (2, 4)
GNOx=0Q
GNOy: (0;-1)
x
-

8
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(e) g (x) = (2z +1)* : Déformation horizontale de coefficient % suivie...

1.1 Mesures d’un angle en radians

A retenir
Définition

Le cercle trigonometrique est gradu€ grace a sa longueur :
graduation 0 au point F, graduation 7 au point diamétralement oppose, etc.

Une mesure en radians de l'angle « est la graduation du point A sur le cercle
trigonomeétrique.

Valeurs remarquables

Tt|/2
F /3
G Tt /4
H /6
Tt O
2T
N
J M
K L
3m/2

En remplagant les mesures en degres par des mesures en radians, cela donne :
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o T | T | T|T
6| 1|3 |2

- 1 1v2]V3
Sina 3 75 2|1

V31Vl 1
cosalll5 |53 |!
tana @ 1 | V3| |
o 0 % T 377T 2
sin a 01 —110
cosa 1lol=1]0]1
tana O] 107 ] ]O

Réponse aux exercices

1. Représente sur le cercle trigonometrique les angles

A

(@) sina =0,95 cosa=20,35

(b) sin = —0,8 cosf3=-0,6

(c) siny=10,25 cos~y=-0,95
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2. Donne une mesure en radians (2 decimales) de deux angles différents
qui ont le méme

(a) sinl,14 =sin2 Réponse: 1,14 et 2.

(b) cos(—1) =cos (1) Reponse: —1 et 1.

3. (Ex 21) Considérons le cosinus et le sinus d’un angle « dont l'amplitude
est strictement comprise entre %ﬁ et .
Donne le signe de COS «, de SiNa et compare [COS a| et [sinal.

1
(0
C \
E
1 © 1
-1
cosa <0 sina >0 |cos a| > |sin a]

, 3 T
4. (Ex 24) Considerons le cosinus et le sinus d'un angle « € ]7, Z[ (en

radians).

Donne le signe de COS «, de SiN« et compare [COS a| et [sinal.
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cosa >0 sina <0 |Sina| > |cos a

. . . 3m
5. (Ex 22) On considere la relation sin (o) = —0,8 ou 7 < a < >

Que vaut tan (a)?
o €tant un angle du troisieme quadrant, sin (o) < 0 et cos (a) < 0.
sin” (o) = 0,64 donc cos?(a) =1 —sin’(a)=0,36  €os (o) = —0, 6.
—0,8
20,6

, 4
Reponse : tan (o) = 3

1.2 Angles associés

A retenir

Angles supplémentaires o et 71 — «

sin(r — a) = sina
COS(m —a) = —COS«
tan(mr —a) = —tana




408 CHAPITRE 1. FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

Angles opposés a et —«

sin(—a) = —sina
COS(—a) = CoS
tan(—a) = —tana

Angles antisupplémentaires o et 7 + «

sin(mr + a) = —sina
COS(m+ a) = —COS«
tan(r + a) = tana
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Réponse aux exercices
1. Valeurs remarquables et angles associés
Point | mesure | Symétrie sin cos tan
o . 21 /3 o 1 o
F — d’ (0] sin— = — COS— = —— tan — = —v/3
3 axe =y 3 \3_ 3 \3_ g = V3
3T . 3T 2 37 2 3T
G — d’ (0] sin— = — cos—= ———— tan — = —1
1 axe &y 1 2 1 2 1
5) . D 1 5 3 5) 3
H | daxeOy | sint=_ |cos> = _V3 | tan T Y3
6 6 2 6 2 6 3
7 .7 1 7 3 7 3
| n de centre O | SIn oz cos m_ —£ t o £
6 6 2 6 2 6 3
5% . om V2 DT V2 HTT
—_— t nn—— —— _ = —— tan— =1
J 1 de centre O | s 1 5 cos 1 5 a 1
4 . 4 3 4 1 4
K il de centre 0 | sin Sl —£ cos o tan — = \/§
3 3 2 3 2 3
57 . 5 V3 5t 1 57
L — d’ (@] sinN—= —— COoS — = — tan — = —v/3
3 axe Bx 3 2 3 2 3 = V3
s . 0T V2 T /2 s
M —_— d’ o sinN—= —— COS — = — tan— = —1
1 axe Lx 1 2 1 2 1
117 . 11w 1 1ir /3 117 V3
N —_— d’ o sin— = —— coOS——=— |tan— = —
G axe Bx G 2 D) G 3
2. Nombres trigonométriques
s DT 1 Ty \/§ 2 1
1 . V2 V3
2) 0034% = —= 8) sin 5471 =5 14) tan(llTW) e
V2 . V3
tan(—7) = -1 sr V2 15) sin 27 = — Y2
3) tan(—7) 9) cos- 5 5) sin = 5
: 2Ty \/§ 21\ T \/§
1 1 V3
Ty Ty b omy V9
5) cos(—7) = 5 11) sin(—%¢") = 5 17) tan() = 3
117 1 51 . 21 V3
6) COS— = —— 12) tan— =1 18) sin — = —
) 6 2 ) ) 3 2

3. (Ex 25) Calcule COs (

17
5 )
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COS 17—7T = CO0S 5—7T = COS (—z>—COS (E)—1
3 ) 3 ) 3/ 3/ 2

1.3 sin et cos de l'angle double

sin (2z) = 2sin(z).cos (z) et

cos (2z) = cos?(z) — sin® (z).

La derniere formule ressemble a la formule fondamentale
1 = cos? (z) 4 sin® ().

En les additionnant, on obtient

cos (2x) = 2cos? (z) — 1.

Exercices

1. (Ex 22) On considere un angle «, exprimeé en radians, qui verifie les
, , T ) 1
inegalites 5 < a <7 et la relation cos*a — sin*a = 5"
Que vaut cet angle « (en radians)?

costa —sinta = (cos2 a — sin? a) (cos2 o + sin? a)

2 2 !
donc COS“ v — Sin“ o = €0OS (2a) = 7
s
D’autre part, 5 < a<mdonc < 2a < 2m.
v s
200 = —— o =——=
3 6
, om
Reponse : a = 3

2. Ex 23) Si x est un angle quelconque, quelle est, parmi les relations
suivantes, celle qui est toujours vérifiée ?

(a) cos (22) = (cos (z))* — (sin (z))?

(=)
(o) cos (z%) =2cos (z)sin(z)
(c) cos(z?) =2(cos (%))2 —1
(d) cos (z%) =2 (cos (%2))2 —1

Posons t = 22 les relations deviennent formellement :
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Les trois premieres relations sont inconnues dans la galaxie.
Pour la derniere, posons t = 2.

cos (2z) = 2(cos (z))° — 1 qui est exacte et bien connue.

3. (Ex 24) Parmi les quatre expressions suivantes, laguelle est équivalente
a cos? (z) — sin’ (x) pour tout réel x?

(a) cos (2x)
(b) cos?(x)
(c) cos?(2z)

(d) 2cos? (z)

cos? (z) — sin* (z) = (cos2 (x) — sin’ (:c)) (cos2 (x) + sin’ (:1:)) =

cos?(z) — sin® (z) = cos (2z).

1.4 Les fonctions sin, cos, tan

A retenir

Définition

Une fonction de ’ensemble A dans R est une relation qui, a chaque élément
de A fait correspondre un nombre réel.

Notations

Une fonction est souvent notéee f.

Un €lément quelcongue de A est souvent noté x.
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Le nombre qui correspond a x est appelé “image de x” et noté f(x).

frz— f(z)
La fleche indigque la dépendance fonctionnelle (une seule image pour un X
donné).

Exemple
X | f(x)
1] -3
2] 0
3] 5
-1 -3
-2 0
0| -4
T 7
2| 4
Définitions

La fonction sin est la fonction qui a , mesure en radians d’un angle oriente,
associe sin .

La fonction cos est la fonction qui a un nombre z associe le cosinus de l'angle
orienté qu’il mesure en radians.

La fonction tan est la fonction qui a un nombre z associe la tangente de
l’angle orienté qu'il mesure en radians.

Domaines

dom(sin) =R
dom(cos) =R
dom(tan) = R\ {% +km, k€ Z}
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Périodes

La periode de la fonction sin est 27 : sin(z + 27) = sinz.
La periode de la fonction COS est 27 : COS(z + 27) = COS 7.
La période de la fonction tan est 7 : tan(z + 7) = tanx.

Graphiques

Les graphiques des 3 fonctions doivent étre connus.

Réponse aux exercices

1. Pour la fonction sin,

(a) Maxima : g fkom, k=0, +1, £2, ..
(o) Racines : k., k=0, =1, +2, ...

(c) Le tableau de variation sera limité a une période.

2. Donne les racines

(a) de sin : k.w, kentier
(o) de COS : g+ k., kentier
(c) de tan : k.w, kentier

3. Quelle transformation

7-(- Ve
(a) la translation horizontale de 5 unites.
s ,
(b) la translation horizontale de —§ unites.
T ) ) T
(c) C€OS (:U — 5) = SINx et SIN (a: —+ 5) = COS .

s ,
(d) (Ex 21) On donne le nombre z tel que 0 < x < 5 et verifiant

COS(.I)—Z):l
2
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Que vaut Sin (x + g) ?

CHAPITRE 1.

FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

. , T : :
D’apres la question precedente, COS (x — 5) = SInx et donc Sinz = 1.

. s ,
sin (:c + 5) = 0 (cercle trigonometrique ou graphique).

Variante : utilisez l'angle antisupplémentaire Ccos <

conclure par la formule fondamentale.

1.5 Equations trigonométriques

A retenir

7r
7T—|—:1:——) = —1 et

2

Deux Sin sont egaux lorsque les angles sont €gaux ou supplémentaires.

Deux COS sont €gaux lorsque les angles sont €gaux ou OppOSEs.

Deux tan sont egales lorsque les angles sont égaux ou antisupplémentaires.

Réponse aux exercices

1. stnx = —

[

, T O
Reponse : x = —Z+k.27r ou === Z+k27r
/2
T @) 0
1 0
5n/4 -Tt/4

k € Z.
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2. 2stne +1 =0

sin 1
xT=—=
2
, s s
Reponse : x = 5 + k.27 ou r = 5 + k.27 k€ Z.
/2
HKO 0
1 0
7T/6 /nl6
32
3. stnx = 0,8

sin (z) = sin (0, 927)
Reponse : 2 =0,927 ou x=2214+k2r keZ

/2
2,214 N
T ®) 0
| | J
312

4, sinx = 3

Pas de solution

5. sinx = —0,4

sin (z) = sin(—0,412)

415
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Reponse : x = —0,412 ou x=3,553+k2r keZ

/2

1 0 /
3,533 {0,412

31|T/2
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6. COSx = 2
, m T
Reponse : x = 1 + k.27 ou r = 7 + k.27 k€ Z.
KJ
31/2
7. 2Cco0sxr—1=0
, T T
Reponse : x = 3 + k.27 ou T = -3 + k.27 k € Z.
8. COsxz = —0, 8 (avec 3 decimales exactes)

Reponse : © = +2,498 + k.21 ke Z.
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2,498

1

3n/2

9. COSx = 7 (avec 3 décimales exactes)

Pas de solution

10. coSz = 0,4 (avec 3 décimales exactes)

Reponse : x = +1,159 + k.2r ke Z.

1,159
T[ \

-1,159

-.|

3n/2
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3
11. tanx = —£
3
, T O
Reponse : x = s +k2r  ou x= 5 + k2r keZ.
/2
n/ @) 0
1 0 /l
-Tt/6
3m/2
12. tanz+1=0
, s 37
Reponse : x = 7 + k.27 ou r = T + k.27 k€ Z.
/2
%\
1 O 0
1 0
‘T/4
3m/2
13. tanz = —0, 8 (avec 3 decimales exactes)

Reponse : x = —0,675 + k1 k€ Z.
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Tt

2
2,467 \
T ®) 0
1 0
<0,675

31|T/2

14. tanx = 7 (avec 3 décimales exactes)

Reponse : . = 1,263 + k1 k€ Z.

W2 463
| K xo
KJ

15. tanz = 0,4 (avec 3 décimales exactes)

Reponse : . = 0,381 + km k€ Z.
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/2
0,381
1 O \0
1 0
3,522\'
3n/2
16. 2sin (2x) + 1 =0
) 1
sin (2x) = ——
(21) =
sin (2z) = sin (—%)
7
% = —%Hc.zw ou 2= g+k.27r
Réponse : & = 7T-|—k 0 —77T+k: ke
P = T U= T € Z.
/12 1/

11m/12

1 o
-1 /12

T

3,-[/2 19m/12

17. 2sin(§ —2z) = V3
sin (— —2z) = sin%

2
%—2x:g+k.27r ou %—2x:§+/€.2ﬂ

oy = g L k2T ou  —2r— g + ko
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Reponse Tk ) T _k keZ
c = —— — k7T Uu o=-———kn c 7.
P 12 1

/2
3n/4

hl

11m/12

- 11/12

-Tt/4

=]
(=3 SN
/:

31|T/2

18. sin(3x — §) = _x/Tg

sin (3z — Z) = sin (—g)

4
Sr—f=—g+k2r  ou Sr—F= ko
19
3r = —17T—2+k.27r ou 3r = 1—27T—|—/€.27r
Reéponse i + k27T 0 197 + k27r kel
. = —— _— u = — [ .
P YT T3 TS T3 T3 ©
191T/3/l\6
2311/36
T @) 0
1 0 - T1/36
\ 6711/36
4311/{k
4T3~
19. v/2.sin (2z) = 1
sin (2z) = sin%
3
202 =L L k2r  ou 20 ="l 4kor

4 4
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, s 3T
Reponse:x:§+k7r ou :§+k7r k € Z.
/2 318
/8
T @) 0
1 0
911/8
1111/8 _37F/2
20. 2.sin (Sx + ?ﬂ)
sin (3z + &) = sin g)
2
3x+2§=g+k.2w ou 3x+2§=§+k.27r
T
3r = —3 + k27 ou 3r = k27
Réponse T +k27r 0 27 kel
= —— — u r=k— e 7.
P 9 "3 3
51/9
21/3
i o 0
1 0
-Tt/9
1171/9
\41-[/3\_1—

21. (Ex 25) On considere l’équation, pour x reel :

cos (2?) +sin (z%) =1
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Dans les propositions suivantes, quel ensemble fait partie de l'ensemble
des solutions de cette équation ?

(a){ (2k+1) :k=0,1, 2, }

(b) {,/g+2kw: k=0,1,2, }
T
(c) {,/kE. k=0 1,2 }

(d) R

Certains nombres réels ne sont pas solutions.
m .
Exemple : pour z = 1 = 3 cos (332) = 0,5 et sin (xQ) = 0,85. R est
donc exclu.
t

Posons ¢ = 2% COS (
Ccos (t)=1etsin(¢
(

+ sin (t) = 1 a des solutions typiques telles que

)+
) =0 ce qui donne t = 2k7 ou
)

Ccos (t) =0 et sin(t :1cequ|donnet—§+2lm

Reponse : {1/g+2k‘7r: k=0,1, 2, }



Chapitre 2

Limites de fonctions

2.0 Prérequis

A retenir
Fonction

Une fonction est une relation qui, a chaque €lément de l’ensemble A fait
correspondre un nombre reel.

Notation: f: A — R: z — f(z).

Autres définitions

A est le domaine de la fonction, c’est donc l’ensemble des x qui ont une
image.

f(x) est I'image de =.
f(A) est I’ensemble des images. Il se note aussi im f.
Le graphe de f est l’ensemble des couples (z, f(x)).

Il se note GG ou tout simplement f.

425
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Exemple de graphe d’une fonction

EIT
T
=]
[
R
Ld 4
= W

Contre-exemple de graphe d’une fonction

Lo ==

Domaine

Par déﬁnition, le domaine d’une fonction est l'ensemble des x qui ont une
image.

Points d’intersection avec les axes

Avec l'axe Ox
Par definition, une racine d’une fonction est un z dont l'image est 0.

Graphiqguement, une racine se trouve a un point d’intersection du graphe avec
l'axe Oz.
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4217

Pour déterminer algébriquement les racines, il suffit donc de résoudre l'équa-

tion f(z) = 0.

Avec l'axe Qy

Par définition, l’'axe Oy a comme €quation z = 0.

Si 0 a une image, Le point d'intersection du graphe avec l'axe Oy est donc le

point (0, f(0)).

Signe d’une fonction du second degré

s — ar:+br+c (a#0) est une fonction du second degré.
g

Si b2 — 4ac < 0
Si b2 —4dac=0
Sib2—4dac >0

x
ax® + bx + ¢ | signe de a
b
v "%
ar?+bxr +c|signedea| @ |signedea
i I I9
ax’® +bx +c | signede a | 0 signe O | signe de a
contraire
de a

ou z1et z- sont les racines (z;, < x,) de az? + bz + c.

b?> — 4ac sera note p.

En résume : Signe de a partout, sauf entre les racines.
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Réponse aux exercices
a)dom f=R b) dom f =R c) dom f = R\ {2}
GNOz:(1;0) GNOx: GNOz: (24 v2;0)
GNOy:(0;2) (1;0) et _1i\/1_3.0 GNOy:(0;-1)
) 2 7
GNOy:(0;3)
d) domf:‘%;gl e) dom f =R f) dom f = [—2;3]
- GNOzx:(-3;0) GNOx: (—2;0) et (3;0)
GﬂOa::(g;O) GNOy:(0;3) GNOy: (O,\/ﬁ)
1 GﬂOy:(O;ﬁ)
"1 g) dom f =R\ {2} h) dom f = ]+;2]
GNnor =@ GNOx: (=2;0) domf_[__ﬁ[\{LQ}
GNOy: (0; —) GNOy: (05 _2\/5) 5
GﬂOy:(O;?)
j) dom f =1[4;5] k) dom f =R\ {=2;2} | 1) dom f =R\ {1}
GNOz:(4;0) G N Oz :(0;0) G N Oz = (0;0)
GNOy=@ G N Oy :(0;0) G N Oy :(0;0)
a) dom f =R b) c) domf =R
Gn O dom f _%; {U]H[ GNOz: (1;0) et (2;0)
(0;0) et (—=2;00G N Oy : ] GNOy: (0;v2)
(0;0) GNOx: (—5;0>
GNOy: |0 L
Y- '\ 10
2 d) dom f =[-1;1] e) dom f = [—1;1]\ {0} f) dom f =]<;1[U]2;3]
' GNOx:(—1;0) GNOxz =1 G'NOx: (3;0)
GNOy:(0;1 GNOy=10
y: (1) Y GﬂOy:(O;@)
g) dom f =+ 2] U]5; =] h) dom f =1]-3;3] i) dom f =]5; =]
GNOz=(2;0) GNOzx =1 GNOzx =1
GNOy:(0;1 GNOy =10
GﬂOy:(O; %) y: (1) Y
3. Effectue
(@ \/(vV5-1) = [v5-1]=v5-1
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() \/(vV5-3)"=[v5-3=—(vV5-3)=3-V5
() Ex 22) \/(1+V5) = /(2= v5B)" = 1+ V5| - |2— V5| =

1+v54 (2 5) =3.

NB : Parmi les propositions, il faut choisir 2¢/9 -3 =6 —3 = 3.

2.1 Limites de fonctions en +o¢

A retenir

Définitions

lim  f(x) =+o0
r — +00

signifie que f(x) devient aussi grand qu’on veut a condition que z soit
suffisamment grand.

lim  f(zr) = -

r — +00
signifie que f(x) devient aussi petit qu’on veut a condition que z soit
suffisamment grand.
lim  f(z)=0b
r — +00
signifie que f(z) devient aussi proche qu’on veut de b a condition que z soit
suffisamment grand.

Dans tout ce chapitre, a, b, ¢ désignent des nombres réels.

Exemples fondamentaux

1 lim =400
. T — +00
l1 1—0
2. mn E_
T — +00
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Réponse aux exercices

1. lim — 3+ Tr—5r4+2=—0
T — +00

—23 4+ 72% — 5x + 2 devient aussi petit qu’on veut a condition que x soit
assez grand.

_ Tl =
2. lim =1
22+ 1
r — +00
2_ AY
i2+f devient aussi proche qu’on veut de 1 a condition que x soit assez
grand.
_ 223 4+ 1
3. lim ———F =2
o —1
r — +00
223 +1 devi . , . - .
~3-7 devient aussi proche qu’on veut de 2 a condition que x soit assez
grand.
(1 —2%) (32 — 2)
4, lim =0
25 —5
r — +00
1—22)(323 -2 . . . L ,
( xx%(_;: ) devient aussi proche qu’on veut de 0 a condition que z soit

assez grand.

x5+ 2t — 2

5. lim = 400
2+ 1
T — +00
25 rat—22 : . X e ;
B — devient aussi grand qu’on veut a condition que z soit assez
grand.
, 3+ 2 — 222
6. lim ———=—-
1+ 3z
T — +00
_ 92 .
?”Llﬂ—?ix devient aussi petit qu’on veut a condition que x soit assez
grand.
1. lim V2—=x
Tr — +00

impossible!
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10.

11.

12.

13.

14.

LIMITES DE FONCTIONS EN + 431
lim r+ 2?2 =+00
r — +00

V& + x? devient aussi grand qu’on veut a condition que = soit assez
grand.

2+ 1
lim vl =1
T — 2
r — +00
V24 .
% devient aussi proche qu’on veut de 1 a condition que x soit assez
grand.
. x+4 1
lim —==
V4x? — 5z 2
T — +00

r+4 . . 1. o .
—————— devient aussi proche qu’on veut de — a condition que z soit
Vi? 5z P 1 > 1

assez grand.

, 1
lim ——=0
2 —4
r — +00
o devient aussi proche qu’on veut de @ a condition que x soit assez
lfl/" JE—
grand.

ltm SINx
xr — +00

n’'existe pas!
lim  |z| =400

r — +00

|z| devient aussi grand qu’on veut a condition que z soit assez grand.
lim  FE(x)=+o00

Tr — +00

E (z) devient aussi grand qu’on veut a condition que z soit assez grand.
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2.2 Limites de fonctions en —x

A retenir

Exemples fondamentaux

ltm T = —00
1.
T — —00
T
5 ltm - =0
Tr — —0OO

Simplification de /22

x Sixz>0
Va2 =|z| = < ce qui donne toujours un nombre positif.

—zSiz<0
Réponse aux exercices
1. lim —a3+722—5x+2=400

T — —O0

—a3 4+ 722 — 5x + 2 devient aussi grand qu’on veut a condition que z soit

assez petit.
2
, Tt -
2. lim 5 =1
¢+ 1
r — —00
$2—3;' . . , N vy .
1 devient aussi proche qu’on veut de 1 a condition que x soit assez
petit.
223 + 1
3. lim =2
3 —1

T — —O0
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3 .
% devient aussi proche qu’on veut de 2 a condition que x soit assez
petit.
(1 —2%) (32 — 2)
lim =0
25 —5

T — —00
1—22) (3232 . : . . .
(=2 2;( r72) devient aussi proche qu’on veut de 0 a condition que z soit

P—=5
assez petit.

, 20 4+ 2t — 22

lim 5 = +00

e+ 1

T — —00
2042427 . . > . .
2 devient aussi grand qu’on veut a condition que z soit assez
petit.

, 3+ — 222

lim ———— =+

14 3x

T — —00
3+1—222 devi . J , » diti .
3. evient aussi grand qu’on veut a condition que = soit assez
petit.

lim V2—x=+00
T — —00

V2 — x devient aussi grand qu’on veut a condition que z soit assez petit.

. (Ex 22) On considere la fonction f définie par

3 4a? — 2
= ——9 -

On constate que la fonction f admet une asymptote horizontale.

Quelle est la point d'intersection de cette asymptote avec l'axe Oy ?

. . .3 A% — 2
Constatons par nous-méme : Lim f(z) = lim - -2+ —— =
T—rF00 T—Foox x2 —}—1
. ‘4-3 4
Lim 0—2+M:0—2+—:2=b.
x—>+o00 2 (14—?) 1

Réponse : (0;2).
lim T+ 22 =400
T — —00

Vx + x? devient aussi grand qu’on veut a condition que z soit assez
petit.
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2
, e+ 1
10. lim —=-1
r— 2
T — —00
V2 .
% devient aussi proche qu’on veut de -1 a condition que x soit assez
petit.
, r+4
11. lim ————
Vax? — bz
T — —00
— 244 jevient aussi proche qu’on veut de ! a condition que z soit
VA2 -5z 2
assez petit.
, 1
12. lim ———=0
2 —4
T — —00
3 devient aussi proche qu’on veut de 0 a condition que x soit assez
x —
petit.
13. lim sinx
T — —00

n’'existe pas!

14, lim x| =400

T — —00

|z| devient aussi grand qu’on veut a condition que z soit assez petit.
15. lim E(x)=—o0

T — —0O0

FE (x) devient aussi petit qu’on veut a condition que x soit assez petit.

2.3 L’indétermination *
0. @)

A retenir

Il n'y a aucune regle lorsque Le numerateur et le denominateur tendent vers
0.

00
On dit que — est un cas d’indétermination.
00
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2.4 Limites de fonctions lorsque z — a

A retenir

Définitions

lim f(z) =400
r—a

signifie que f(x) devient aussi grand qu’on veut a condition que x soit
suffisamment proche de a.

lim f(x)=—00
T —a

signifie que f(z) devient aussi petit qu’on veut a condition que x soit
suffisamment proche de a.

lim f(x)="0
T —a

signifie que f(xz) devient aussi proche qu’on veut de b a condition que z soit
suffisamment proche de a.

Réponse aux exercices

1. lim 2°+3x—1=9
T — 2

22+ 3x —1 est aussi proche gu’on veut de 9 a condition que x soit assez
proche de 2.

2. Iim Vr—1=0
r—1

Vx — 1 est aussi proche qu’on veut de 0 a condition que z soit assez

proche de 1.
21 —1 1
3 him ST gy @EDEAD o
r—1 r—1

r—1 r—1 r—1
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2
- —1 , . . _
est aussi proche qu’'on veut de 2 a condition que x soit assez

x’ J—
proche de 1.

4 i’ 2+x I 24+ x i’ 1 1
. m s = mm = m = -
4 — g2 2—2z)(2+ ) (2 —x)
T — —2 r— —2 T — —2
24+ _ ) L. . .
1 est aussi proche qu’on veut de 1 a condition que x soit assez
proche de —2.
—1 -3 — -3 -3
5. lim (@ (@ ) = lim (v (@ ) = lim ( ) =—1
z? —1 (x—1)(x+1) (x+1)
r—1 r—1 r—1
(x—1)(x—3)

est aussi proche gqu’on veut de —1 a condition que x soit

assez proche de 1.

6. lim 14|z[=1

z—0
2
4
7. lim Lm: lim (z+3)(z+1 = lim (+1):1
22 +2x —3 (x+3)(x—1) (x —1)
r— —3 r— —3 r— —3
, 322 —2r -5 , (x+1)(3z —5) _ (3z —5)
8. [ = [ =
S U zm (x+1) (22 — 4z +4) zm (22 — 4 +4)
r— —1 r— —1 r— —1
_8
9
1
_ r+3\3
9. (Ex 24 l
(Ex 24) o <:L‘3—i—27>
r— —3
1 1 1
. r+3\3 [0\3 . x+3 3 .
lim = (= = lim = lim
a3 + 27 0 (x+3) (22 — 3z +9)
r— =3 xr— —3 T — —&

1
4 . 1 _
Reponse . (m) = g.

W

10. lim 2 —1=+/15
T —4
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11. lim V22—1=0

r— —1

12. lim +/2?2 — 1 n'existe pas (domaine)

1
$—>§
) ) 3w
13. [lim sanxzsm7:—1
T3

14. lIim tan2xz = tang =+/3

s
T — 6

2.5 Limites a gauche et a droite

Réponse

lim E(x)=2et lim FE(x)=3

r— 3 r— 3
r<3 >3
. T ) €T
lim u:—1 et Iim u:1
T T
z— 0 x— 0
<0 x>0

2.6 Limites infinies lorsque = — «a

A retenir

lim — =400
T

x— 0

x>0

1 .
Signification : — est aussi grand qu’on veut a condition que x soit
suffisamment proche de 0 et plus grand que 0.
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ltm —00

8|

z—0
z <0

Réponse aux exercices

. 1
l. Iim ——=—=0
T 0
x— 0
. 1 .
ltm ——=—-oc0 et Iim ——=400
T T
z—0 z—0
x>0 x <0
2 1
, 3—x 2,75 T -
2 lim = = 00 2
L 122 0 1—2z | +|0|—
ZU—>§
" 3— 22 foo et i 3— 2
m = 400 m = —00
11—23: 11—2x
x-—>§ $‘—>§
<1 >3
3 lim 2z + 9 —Z—oo <
22 —dr+4 0 2 —dr+4 |+ 0]+
T — 2
. 2r+ 3 oo et i 2x + 3 n
m —— = 400 im —— =400
2 —4x + 4 x2 —4x +4
T — 2 r— 2

r<2 r>2
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4 I 3r — 4 — 2 -2
. m = = 00
12:133—x2—4:1:—|—3 0
T —
3
* 2
2
lim 3:1:—42—36 :—2200 1 “To T+ T+
_>1($—1)(2$ +z—-3) 0 224+1—-3 | 4+| 0 | —|0]+
& 203 — a2 —dr +3 | — — 10
I 3r — 4 — 2 et Ui 3 — 4 — g2 oo
mn = — m =
203 —x2 —4x + 3 203 — a2 —4x + 3
r— 1 r—1
r<l r>1
203 — 2 +4x +3 8
5. Ui = — 4
zm1 3x —4 — 2 —2
Tr —
2
6 5 0 , ,
6. lim 1 % = 0 Indetermine!
T — —
2 1 5 5
i x2+6x—|—5 — lim (z+1)(@@+5) _ Lo (z+5)
x? —6x — 7 (x+1)(x—=T) (x —T)
r— —1 r— —1 r— —1
1
2
b’ —9r+4 5 3
7. lLim $2 v =16 — v 4 !
x_>3—4$ +7r—3 0 424+ 7 -3 | =0 +1|0]| —
4
I 522 — 9z + 4 ot Ui bx? —9x 4+ 4 n
m = —00 m = 400
422 +T7x — 3 —42?2 +Tx — 3
T —3 T —3
:L'<% x>%
8. i 8 — 62 —16 . 4
m = = 00
2x2+2x—8 0 2420 -8+ | 0 | — +
Tr —
l 862" _ | et | 8 — 6a” 5
m = 400 m = —
2+ 22— 8 2?2 +2x —8
r — r —
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2.7 Synthése lim

T—a

A retenir

A la suite des exercices précédents, nous pouvons dire

pas z€ro ou z€ro ,
= reponse

pas zéro

zéro ., o,
= indetermine

2€ro
Pas zero

» =00
ZETO

Attention! Il s'agit de regles mnémotechniques, pas de théoremes mathe-
matiques!

x2—9

9. (Ex 21) On considere la fonction f définie par f (1) = ———
2?2 +x—2

Quelles sont les équations définissant les asymptotes verticales de

, . ;o pas zéro
cette fonction?D’apres la remarque precedente, on cherche ——— =

ZETO0
Q.

. % . —14+3 1 . .
Les racines du denominateur sont T, qui ne sont pas racines

du numerateur.

Réponse iz =1 et x = —2

2.8 Fonctions discontinues

A retenir

f est continue en a < f (x) est aussi proche qu’on veut de f (a)
a condition de prendre z assez proche de a.
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2.9 Théoréme des valeurs intermédiaires

A retenir

Lorsqu’une fonction f est continue dans [a;b], alors toute valeur comprise

entre f(a) et f(b) est l'image d’'un = de [q;b], au moins.

Dans tous les exercices ou seules les 4 opérations + — X = sont utilisées,
lim f(x) = co ne sera possible que lors de la division par 0.

T —a

Dong, si domf =R il n'y a pas de limite infinie en x = a.
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Chapitre 3

Dérivées, valeurs extrémales,
graphiques

3.0 Prérequis

A retenir

Factorisation de az? + bz + ¢ (a #0)

Si b — 4dac < 0 ax® + bxr + ¢ n'est pas factorisable
Si b2 — 4ac = 0 ar® + bz + ¢ = a(r — x1)?, ou  est la racine.
Si b — 4ac > 0 ar’ +bx +c=alx — z1)(x — x9)

, ou 7, et z, sont les racines.

Variation d’une fonction

Par définition, une fonction strictement croissante est telle que
plus x est grand, plus y est grand.

Autrement dit, une fonction est strictement croissante lorsque
sixy < xgalors f(x1) < f(x2)

ou x; et x5 sont deux nombres quelcongues du domaine.

443
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¥ = Hx)

Par définition, une fonction strictement décroissante est telle que
plus x est grand, plus y est petit.

Autrement dit, une fonction est strictement croissante lorsque
sixy < xoalors f(x1) > f(x2)

ou z; et z, sont deux nombres quelcongues du domaine.

Polyndomes

Un polyndme est constitué de nombres reels, de la variable z (plus généra-
lement y, z, ...), d’additions et de multiplications.

Définition de la division

Diviser le polynéme P(z) par le polynéme D(z),

c’est trouver un polynéme (x) et un polynéme R(z) tels que
P(z) = D(z).Q(z) + R(x),

ou le degré de R(x) est strictement inférieur au degré de D(x).
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Division de P(x) par x-a

En particulier, diviser le polynéme P(x) par (z — a),
c’est trouver le polyndme ()(x) et le nombre R tels que
P(z) = (x — a).Q(z) + R.

Loi du reste

Le reste de la division du polynéme P(z) par (z — a) est donné par P(a).
Conséquence
Si P(a) =0, P(x) = (z — a).Q(x) et donc P(x) est factorise.
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Fonctions de référence

Les fonctions de reférence nous serviront tout au long de l'étude des fonc-
tions. Parmi les fonctions de référence se trouvent les fonctions du premier
et du second degré gue nous avons revues, sin, cos et tan que nous avons
découvertes. Voici les autres fonctions de reférence.

Fonctions constantes
fix—k

Domaine : R Ensemble des images : {k}

Racines : aucune (sauf si &k = 0)

4

Fonction identique

IL s’agit d’'un cas particulier de fonction du premier degre.
fix—=x
Domaine : R Ensemble des images : R

Racines : 0

x
Tableau de variation :
yl|
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A
W
N
o
o
-
N
W
N
(@]
(o) RN\ A

Fonction “carré”

Il s’agit d’un cas particulier de fonction du second degreé.
fix—a?
Domaine : R Ensemble des images : R™

Racines : 0

Parité : f (—2) = (—2)® = 22 = f(z) : cette fonction est paire

.. :c‘ ‘ 0
Tableau de variation :
Y ‘ ¢ ‘ m|
y = x2
5 4 o 1 2 3 4 5 6 7
-1

Fonction “cube”
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fiz— 23

Domaine : R Ensemble des images : R
Racines : 0

Parité : f(—z) = (—2)® = —2® = —f(x) : cette fonction est impaire

Fonction “radical”
fiz—
Domaine : RT Ensemble des images : R™

Racines : 0

Parite : Ni paire ni impaire

Tableau de variation : z|0
y|mj|
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Racine cubique
fix—
Domaine : R Ensemble des images : R

Racines : 0
Parité : f (—z) = /—x = —/r = —f(x) : cette fonction est impaire

T
Tableau de variation :
y|

2 —
1
-8 -7 6 -5 4 -3 -2 -10 1 2 3 4 5 6 7 8
fa) = ¥z €
— -2
-3
Inverse
. 1
Domaine :Rg Ensemble des images : R

Racines : aucun .
Parite : f(—2) = — = ——
—x €T

—f(x) : cette fonction est impaire
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. x 0

Tableau de variation : EEEEN

47

3

2,

1]

; 0 1 2 3 4
Valeur absolue
f:x— |z
Domaine : R Ensemble des images : R™
Racines : 0
Parité : f (—z) = |—x| = |z| = f(z) : cette fonction est paire
Tableau de variation : v ‘ ‘ 0 ‘

y[N\|m]
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y=[x|

Partie entiére!
E: 2z — E(x), ou E(x)
est un nombre entier

inférieur ou égal a =

strictement supérieur a =z — 1.
Domaine : R

Ensemble des images : Z
Racines : tous les nombres de [0;1]

Parit€ : ni paire ni impaire

1La définition a €té simplifiee

451
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Opérations sur les fonctions

Définition de la somme et de la différence de deux fonctions

f et g sont deux fonctions définies dans un domaine commun A.
f+g: A= R: x— f(x)+g(x)

f—g: A= R:z— f(zr)—g(x)

Définition du produit et du quotient

f et g sont deux fonctions définies dans un domaine commun A.
fg: A= R:z— f(x).g(x)

% : A\ {racinesdeg} - R: x — flz)

9(x)
Définition de la composition de deux fonctions

Soit f:A— Retg: f(A) = R.
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gof: A= R:z— g(f(x))
NB: go f selit “g de f".

Réponse aux exercices

1. 222 —32-9=2.(z—3).(z+3)
2. — 2’ +3z+4=—(z+1).(x —4)
3. ~da?44r—1=—(22—1)

4. Exemples :

(@) —4x® +4r —1

(b) —4x3 +1
(c) —V14
Contre-exemples
, 4
(a) —4z° + —
x
(o) —4va3 + 1

(c) 2r+3=-14
5. 203 —Tx* +2x+ 3= (2 4+4). (22 —7) — 62 + 31
6. 43+ T7r* —2x+19= (22 —x+1).(—42+3) + 5z + 16

1. P(—2)=0. Oui
923 + 182% — 4z — 8 = (v + 2) . (92% — 4)

8. 22+ T7x+5=(x+3).(—22*+ 6z —11) + 38
9. Determine le domaine de la fonction f.
(@) CE:xz#1 dom f=R\{1}

v | |4

(o) CE:4—2>0
4—x‘+‘0‘—

dom [ = ]—00;4]
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10. dom f = [—1;4]

im f = [—4;5]

11. dom f = R\ {1}

fNOx: (2;0)

fNOy: (0;3)

12. Pour la fonction f représentée,
dom f =R
im f =]—00;2,§]
fNnOzx: (—1;0) et (3;0)

fNOy: (0;2)

13.

14.
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15.

16.

(flg)(x)=2x
-3

(f.9)(x)=-x2

17.

(f.9)(x)=3/x

19. a) dom f = R*
foyglz) =

R\ {9}
) domf=R

1

-3

dom g = R\ {3}
dom(f o g) = |3; =]

domg =R

455

dom(g o f) =
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fog(x)=4*+5  dom(fog)=R  gof(x)=(4r+5)° dom(gof) =R

C) dom f =Ry domg =R

Foglo) =g dom(foq)=R\{3} g =1-2  domigo ) ~Fa
d domf=[-1,—=] domg=R

fog(x) =+2x +4 dom(fog) = [-2; =] gof(x) =3+2/z+1 dom(gof) =
1=

e) dom f = |« =2 U[2; > domg =R

fog<x):\/m dom(fog)::|<_;_§:|u|:_%;_>{
gof(x) =3+2.va?—4 dom(go f) = |+ =2] U [2; =]

20. a) g(x
) g(z) =z et h(z)=2—2z

(x)=2>eth(x)=1—1x
()
c) g(x)=sinz et h(z) =3z
()
()

d) g(x) =cosz et h(x)=>5x+2
e) g(x)=2% et h(x) =3z +2
f)glx)=reth(z)=2*>-1
9) g(z) =|z| et h(z) =4 — 22
21. Pour la fonction f
dom f = [—5;5]
im f =[—1;1,6]
f est strictement croissante sur [—2;1] U [4; 5]
f est strictement décroissante sur [—5; —2] U [3; 4]

f est constante sur [1;3]

22. Dresse le tableau de variation des fonctions représentées ci-dessous.

e | 4| |2 Jo| J2| |4« [-45] |-2] o] |2
fay [Nl m | Al M [N Tm [ Afas|r@] 2 [ Al [N]m]]55
T ‘—1

f@ 1A

A O T O 2 2 N O O O B A R I

fayf o f oM N m [ A f s == M N me [ /77 [ 2] N0

23. On etudie l'efficacite (en pourcentage) d’un gel a laver en fonction de
la température de l’eau utilisee.

(a) 40°
(b) 28° et 50°

(c) [24°;56°]
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(a)

(o)

(c)

(d)

(e)

(f)

(9)

(h)

(i)

(j)

(k)

t 0] J40| 100
E(@) 22| M| M|\ 7
24. étudie le signe de
z | |
3e—7|— |0+
e | 2| |3
22 —5c+6|+]0[—]0]+
« | |4
4-3z|[+]0] -
v | 6] |1
—2?—50+6 || 0 |+ 0]~
r |
x2—x+6‘+
x| |2
—a?+dz—4| -0~
x 2 z 3
e =5x+6 |+ [0 |—|—|—|0]+
3x — 7 —|—=1-10 + |+
Pbet6 | | | =10+
T -3 -2
22+5x+6 |+ 0 | —1] 0 |+
©?+1 | 4|+ +
Tt [+ o ]=Tol+
T 1
z—1 — 10|+
202 +x+1 |+ |+ | +
23 —2x2—1| =10 | +
T -1 1
x+1 -1 0 |+ ]+]+
x—1 - = | =10+
?+r+1 |+ |+ |+ |+ |+
ettt —x—1|+| 0 | = 0]+
T —g 1
5r + 6 -1 0 |+ |4+ +
2 —2rx+1 + | +10 |+

457
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3.1 A quoi sert la dérivée d’une fonction?

A retenir

La derivee f’ de la fonction f est une fonction qui indique comment f varie.

Réponse a l’exercice

Sachant que la dérivée de f (z) = —2?+32—7 est f'(z) = —22+3, dresse
le tableau de variation de f.

f @) +]0
flx) | /M

Maximum en r =

wlw/ |

3.2 Sécantes et tangente

A retenir

Définitions

, : + h) — f(x)
= lef(x :
C’est la | pente de la tangente | au point d’abscisse .

e La fonction f est appelée derivée de la fonction f.

3.3 Dérivée des fonctions de référence

A retenir

1. Si f(z) = k (constante) alors f (z) = 0. En bref,| (k) =0 |
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2. Si f(z) = z (identique) alors f (z) = 1. En bref,| (z)) =1
3. Si f(z) = 2% (carré) alors f (x) = 2z. En bref, | (22) = 2z |.

. _ 1, oy — 1 Iv_ _ 1
4. Si f(r) = % (inverse) alors f (z) = —=. En bref, | (5) = i

x

. . / 1 r_ 1
5. Si f (x) = /x (radical) alors T) = —F. En bref, ) =57
6. Si f (z) = 2" (puissance n) alors f (x) = n.z" L.En bref,| (") = n.a" !
7. La derivée de la fonction sin est la fonction COS.
8. La derivée de la fonction COS est la fonction — sin.

;. . 1 : 1

9. La derivee de la fonction tan est o2’ autrement dit | (tanz) = co’s

Réponse aux exercices

1. Tangente au graphe de f: x — 3 au point (1;3).
(@) m=20
6
5
4
f 3
2
1
-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -10 1 2 3 4 5 6 7 8
—1
(b)
(cdy=3

2. Tangente au graphe de f :x — x au point (1;1).

(a) m=1
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-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8

(o) A

(c)y==x

3. Tangente au graphe de f: 2z — 2% au point (1;1).

@ f(z) =22  f(1)=2

m = 2

(a)

() y=2x—-1
4. La tangente au graphe de f:x — % au point (2; %)
1 1
/ !/
— 9) — ——
@ f(r)=-— [(2)=—

1
m=——

4
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()
(c) y = —}la: +1

5. Exercice
La tangente au graphe de f :z — \/x au point (4;2).

1 1

fr4) =

@ f'(z) = ;

NG

1
m = —
4

4
3
2
t/

=h

-4 -3 -2 -10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-1

()

(c)y:%x%—l

Exercice

. 1
La tangente au graphe de f:z — 2® au point (5;%).

@ f'(z) =32 f (%) =1

m—§
Y
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(b) f
(€ y=gz—71

6. La tangente au graphe de sin au point (0;0).

(@ f'(z)=cos(z)  f(0)=1
m =1 Voici pourquoi la fonction Sin coupe l'axe Oz a 45° (dans
un repere orthonorme).

1/

/—\ 1 /—\
B R L NG 12 3W 7 8
-1

(o)
(c)y==x

3.4 Dérivée et opérations

A retenir

Dans ce qui suit, f et g sont des fonctions dérivables sur un domaine commun
et k£ est une constante.

Li(f+9)=f+g
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2. | (k.f) =k.f
3./ (f9) =f.9+fg

1., g,
4. (2) = -ZL
(g) 7
fv_T9g—Jt4
o i

6. Dérivation des fonctions composées

Réponse aux exercices

1. Calcule
—23
a) 2 — 6z + 162° ) —=2
(4x 4+ 5)
1522 — 24z — 6
b) —8x + 2142 S
(322 —x +2)
—2322 + 10z — 2
c) —62° — 823 Tt x2
(5x% — 2x)
2322 — 10 2
d) 3022 — 42z + 14 o rre
(422 4+ 3z —1)
e) 3 10 o) 1+ 422
x3 V14 2x23
1—-b5zx
f) 1022 +42x—1)(2z +4 ) ———MM—
g) —6 r —Ax+7
(22 4+ 1)* 2z +1)*
Sr—1 2
h) s) (22 —1)" (722 -1
2vV42?2 —x+ 1 (17 g ( )
i) 3cosw ) P—
5 m
. . 3r—1)(3x+1
j) =3sin (3z + 2) u) 5
. —COS =z
k) sinz +xz.cosz —
Sin"z

2. Deuxieme serie
2 —4dxr +2
(2 —x)?

1
(b) —6x + — +1
i

(a) 3

11—z 1
20 —1(1 —z)?

1
(c) B

463
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(d) —r+4 _ —r+4
Ve—1(2x+4)° 4/ —1(x+2)
(€) 202 — 1
VarZ—1
(f) 5— xf_
4

(9) cos? (4z +1)

1
2 (2tanz — 1)

(i) sinz.(3 —2cosx)
—sin2x

) v/ COS 2z

—4
m)@x+D3

3. fl(x) =2x—1 f2)=3 t=y=3x+p

Reponse:t =y =3z —5

4. Impossible : % n'a pas d'image!

1 1 1
5. /() = —— "(3) = — t= —
f(3) = V2 Le point de contact est donc (3;v/2)
, 1
Réponse :t =y = —x — /2
P Y NG

6. (Ex 21) On considere la fonction f définie sur ’ensemble des nombres
reels strictement positifs par l’expression f () = Jx — 77

Que vaut la dérivee de cette fonction en x = 17

o= (o) - (1) = bt L
1

Reponse : —

=
(=B

7. (Ex 22) On considere la dérivee f’ de la fonction f définie par

f(x) =3Va? - 4v/a?

Que vaut la dérivée de cette fonctionen z =17

fle)=3 (xg) -4 ($§> =207 — 6

Réponse : -4.
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3.5 Dérivée et variation

A retenir

si f(x) > 0 dans un intervalle, alors f y est strictement croissante.

si f(x) < 0 dans un intervalle, alors f y est strictement décroissante.

Réponse aux exercices

1. f/(x) = 32® — 62 = 3z. (v — 2) Racines : 0 et 2.

x 0 2
ff(x)=3z"—6x |+ | 0| —]0]+
f SN M AN m|

f(M)=5  f(m)=1

2. f'(z) =2 —dz = . (2% — 4) Racines : 0 et +2.

x -2 0 2
x - =1 =10 +]+ |+
224+ o |- =-]=-To]+
F@l-Tol+lo] =101+
ol m | A M N |mg| 7
FO =2 fm)=—2  f(m)=-2
, 23
3.f(:19)_(41513—1—5)2
: ||
—93 - - | =
(4e+5)7° | +] 0 | +
frle) | =11 ]-=
f NN
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3.6 Variation d’autres fonctions

A retenir

La premiere choses a faire est de determiner le domaine de la fonction.

Avant ou apres avoir etudié la variation de la fonction, cherche les limites
aux extrémités du domaine.

Réponse aux exercices

Etudie la variation de la fonction f (avec domaine et compléments pour les z
tres grands, tres petits ou sans image) et représente-la a l'aide d’un logiciel :
1 f(z)=2+22 -8
domf =R

f(z) =32 +22—38

T -2 %
ffle) | +] 0| —]0]+
f A IM N m |/
176
fon=12 f(1)=-3°

lim 2% + 2% — 8x = +00 Pas d’AH lim 224+ — 8 = +00 Pas d’AQ

r—+oo xr—+o00
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f(z) =%t
domf = R\ {3}
Lo T
f($)_<3_x)2
x 3
T+
B-2)?|+]0|+
fril@) [+ 1]+
f v
23:—1—1:

lim
z—to0 3 —

-2 AH =y = -2 Pas d’'AOQ

2 1
lim T :g:oo AV =z =3
=33 —1x

2 + 20+ 1
lim = 400 lim = —00
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AV

e D ws oo

A

iw/ 123456 7891011121314

AH

s

5 RERALFRER R I
bbb Lbbh bl

AH=y=2 Pas d’AQ

4—x
domf =R\ {-2;2}
f’(x)zuf%)z
T —2 0 2
2x - =1 =10+ |+|+
A—=a®? |+ 0 |+ |+ |+]0]+
ffl@) = 1 =]0+]1]+
f Nl L Nym | /A
1
F0) =4
lim L =0 AH=y=0 Pas d’AO

r—tood — 12
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. . 1 _ o
xlimﬂl—x? 5 =00 AV =2 = =2
li 1 - li 1 _ .
fimgm = limg o = o
r<—2 x>—2
1
i@g4_w2:6:oo AVo=a =2
{ 1 = ) 1 =
:Ezlgﬁl—xz =t xT%ll—:ﬁ >
<2 x>2

AV

-4

AV 5

(Ex 23) On considere la fonction f définie pour tout nombre réel x par
l'expression

203 Tx?
r)=————152x+ 12
Sur quelle partie de R cette fonction est-elle strictement croissante ?

f’(x):2x2—7x—15 racines:$: 5

N

x —% )
ffle)|+1] 0 | — |0+
oM N m|

, 3
Reponse : ] —00, 5 [ U5, +00]

(Ex 25) Dans un grand lac, l'évolution du nombre de truites N () (N (t) >
0) au cours du temps t (en années) obeit a :

N'(t) = 0,3N (¢) — 0,06¢.N (¢)

Pendant combien d’années le nombre de truites augmentera-t-il dans ce
lac?
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N'(t) = N(t)(0,3—-0,06t) N(t) n'a pas de racine 0,3 — 0,06t a
comme racine 5.

t 5)
N (t) + ]+ ]+
—0,06t+0,3| + | 0 | —
[ (@) +1 0] -
f S M

Réponse : Le nombre de truites augmentera pendant 5 ans.

3.7 Dérivée seconde

A retenir

o« f'(x)=[f (x)]

La dérivée seconde indique la concaviteé de la fonction.

S @) |+ @) | -
fol— -

e Un point ou la dérivee seconde s’annule en changeant de signe est appelé
point d’inflexion.

Réponse aux exercices

1. Calcule la dérivee seconde de chacune des fonctions etudiées au point
précédent. Fais le tableau de concavite.

(@) f(x)=2*+2*—8z

domf =R
f(x) =32% 422 -8
f"(x) =6z +2

fll x) . O

X
(
F o ~PI

(|+
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(b) f(x)=FH]
domf =R\ {3}
") = 7
f'(z) G_ap

" 14
=g

@
|
=
C|+]+]+

3
+| +
0
|
|

22 —5x+2
(@ 1o)==

domf =R

) = DT D
/(@) (22 + 1)
(102) . (22 +1)° = (522 = 5) 2. (a2 + 1) (22) _—52® + 15z

@) = (22 +1)° =2 (22 +1)°

x. (—x2 + 3)
(a2 +1)°

x -3
10z - = | =
—22+3 | — 0
(x2 + 1)3 +
fll (I) 0 .
f Pl

(@) f (@)=t

+ |+

o+ |+ oo

C|+]+
Cl+ [+ [+]+

P,

)

3+ +]s
_l_

domf =R\ {-2,2}

) — 2x
f@ =

2. Etudie la variation et la concavité de la fonction du second degré définie
par f(z) = ax®+ bz + ¢ ou a # 0.

domf =R
f'(x) =2ax+b

/" (@) = 2a
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3. (Ex 21) Au cours de l’etude d’une fonction f d’une variable reelle x, on

note l'observation suivante pour la valeur particuliere zg :

f (o) f' (z0) f" (x0) <O

Quelle proposition est correcte?

(a) f(z0) <O f est croissant en 1 et sa concavité est tournee vers le
bas en ce point

(b) f(zg) > 0 f est décroissant en x( et sa concavité est tournée vers
le bas en ce point

(c) f(xy) >0 f est deécroissant en 7 et sa concavite est tournée vers
le haut en ce point

(d) f(zg) <O f est décroissant en z( et sa concavité est tournée vers
le haut en ce point.

Il n'y a que 4 fagons qu’un produit de 3 facteurs soit négatif.

f (I’O) - - + +
(o) BN I R
f" (.To) - + + -
f(wo) f' (o) f*(xo) | - | - | - | -

La proposition (c) est correcte (avant-derniere colonne).
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Chapitre 1

Fonctions Réciproques

1.0 Prérequis

A retenir

Fonction

Définitions

Une fonction de A dans R est une relation qui, a chague élément de A, associe
un nombre réel.

Notation : f: A — R. Dans cette notation, f est le nom de la fonction, A en
est le domaine, et la fleche indique la dépendance fonctionnelle.

Le nombre associe a x par f est appelé image de x et est noté f(z).

L'’ensemble des couples (z, f(z)) est le graphe de f.

L’ensemble des images est note f(A).

La fonction f est strictement croissante sur l’'ensemble A ssi

1 < Ty = f(l?l) < f(ﬂ')g) , Vo, 29 € A.

La fonction f est strictement décroissante sur ’ensemble A ssi

1 < Ty = f(ﬂfl) > f($2) , \V/.Il,l’g c A.

f(m) < f(z)

m est un minimum de la fonction f dans A ssi

’ V$1,1'2 c A.

M est un maximum de la fonction f dans A ssi

fM) = f(=)

, Vo e A.
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Fonctions de référence (rappel)

Fonctions constantes

4]
3]

flx)=k 2]

Domaine: R
Racines : aucune (sauf si £k =0)

Fonction identique

4

3

flz) =« Domaine :
Racines: 0

Fonction “carré”

9

fl@) == 8

Domaine : R Variation =z ‘ ‘ 0 ‘

s 4 3 2 1 o 1 2 3 4 5 Racines : 0 2 ‘ \ ‘ m ‘ /‘
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Fonction “cube”

Fonction “radical”

5_

i) v

Fonction “racine cubique”

3_

5_

4_

Domaine :
Racines :

Domaine : R*

flz) N

Fonction sin

Racines: 0

8 3
Domaine :
Racines :

471

R Variation
0

T
2| S

Variation 2z |0
NCRN

R Variation
0
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FONCTIONS RECIPROQUES

-

7

wl
N
o

8 .
Domaine: R

Racines : k.r (k entier)
Variation (sur une période) = \0 z 3 2m
sinx‘O/‘M\m/‘O
Fonction tan
a)
3
2]
1]
T T T T 0 T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
42 tan () =
2|
3
4 Domaine : R\{g+k.ﬂ:kentier}
Racines : k.r (k entier)
Variation (sur une période) &« | T T
tanz | | |
Réponse aux exercices
1. Variation
e | 4| |-2| Jo| |2| |4« [-45] |-2] o] |2
fay[as Nl m | Al M [N Tm [ Afas|r@] 2 [ Al [N]m]]55
T ‘—1
f@ 21
e | 6| |-s| -3 -2 1| [3] J4f |
fay o [T NG | Al == [N fma [ /77 ]2 [N 0
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1.1 Relation réciproque

A retenir
Définitions

e La relation réciproque de la fonction f est l’ensemble des couples (f(z), x).
e La premiere bissectrice du repere est celle qui traverse le premier quadrant.

5 %

4 | ’

Propriété

La symetrie par rapport a la premiere bissectrice applique l’axe X sur l'axe
Y et l'axe Y sur l'axe X. Elle transforme donc chaque couple (:c,y) en couple
(y,z) et le graphe d’une fonction en graphe de sa relation réciproque.

Définition

Une fonction est injective lorsque, dans tout son domaine, deux z différents
ont toujours deux images différentes.

Réponse aux exercices

2. Fonction ou pas?
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(a) Fonction! y = x — 3. On peut écrire f (z) =z — 3.

]y
-2 1
-1 2
0] 3
) 4
Relation reciproque : 31 0
—4 | -1
-5 | —2
—6 | —3
21
2 2

(b) Fonction! y = 2% On peut ecrire f (z) = 22

Relation réciproque :

N =S = =N =N A A | R

b IR —_
= ol | L | D] ] o] o <

(c) Pas fonction! Il s’agit de “x est la valeur absolue de y”.
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1Y
1|1
2 |2
3 13
, 4 |4
Relation reciproque : 0 |0
—1]1
—2| 2
313
11
2 12
: 1 o
(d) Fonction! y = —. On peut ecrire f (z) = —.
x x
S
1 1
1
— | 2
2
! 3
) 3
Relation reciproque : 1 1
4
—1] -1
1
1| -2
1
~11-3
9 | 1
2
(e) Pas fonction! 1 a deux images.
t 1Y
1 |1
12
Relation réciproque : f ;
3
1
7 |4
—111

3. Justifiez que les fonctions suivantes sont injectives.

(a) f est une fonction du premier degré de pente 1 (m = 1). Elle est
donc strictement croissante et donc injective.
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(b) ¢ est une fonction de référence (radical). Elle est strictement crois-

sante et donc injective.

(c) h est la composée de deux fonctions strictement croissantes. Elle

est donc strictement croissante et donc injective.

4. Justifiez que la fonction f n’est pas injective.

1.2 EXxercices

1. a) f(—1) =4 = f(1) La fonction n’est pas injective.

b) f est strictement croissante donc injective dans R™.

c)Pour f, y=42> avecz>0.
T
Pour 1, T =4y = y? = :l:% avec y > 0.

flx) = 427 s

To \1 .2 .3 .4

T 0

SN m

Donc—x
Y=
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2. a) La fonction est injective dans son domaine R comme fonction de
référence (cube).
b) Pas de restriction
c) Pour f, y = a3
Pour 1, =1 = Jr=y

fH @) =V
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3. a) sin n’est pas une fonction injective car elle est périodique. Cette
T T
ity 2 miew: 3]

b) le domaine a €té restreint a [—5; 5 ou sin est str ' donc injectif.

. T o .
fonction est str  dans [0; 5} mais il y a mieux : [

¢) Nous ne pouvons pas donner de formule pour sin~! (x). Voici des va-

leurs remarquables :

T 1] V2] V3
s T T 11 V2| Vo _
- [o[8] 23153 [z POFELT=
. 1 ﬁ Lg . Sin_ T s s s _ | =
sinz | 0 5 5 5 1 1 6 4 3 2 2
2_
n2
*
1— -
-—1'.;"2 o _:[.1'2
: 1 o 1 - 2
- -1
-1f2
asin L4
d)

. =1 . . . o
La fonction SiIn est strictement croissante comme fonction reciprogue

d’'une fonction strictement croissante. Notez les tangentes verticales

aux points (—1; —g) et (1; g) qui se justifient par les tangentes hori-

zontales a la fonction sin.
e) dom (sin_1> = [—1;1]

La fonction sin 'est parfois notée arcsin ou asin.

C’est une fonction utilisée en théeorie.
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4. a) cos n’est pas une fonction injective car elle est périodique. Cette
fonction est str \, dans [0; 7]
b) le domaine a €te restreint a [0; 7] ou cos est str \, donc injectif.

c) Nous ne pouvons pas donner de formule pour €OSs™!(x). Voici des
valeurs remarquables :

T 1| v/2] 3
K T T = vy & vy P
z |0 57113 5|7 X 2 2 |2 |72 1
VB V2L _ coslz|=|Z| | Z T
cosz | 1|5 |5 |5]0]—1 93] 4|6
R
3 -7
] y
7
h(z) = dcos(x) a
/
7
e
2] ¥
7
/
n/2 e
7
1] 4/'/
7
/
Ké
7
Ré
7
ol” /2 B
2 1 7o 1 2 '3 4
R
e
7
// -1_
7
d)

La fonction cOS™! est strictement décroissante comme fonction reci-
proque d’une fonction strictement décroissante. Notez les tangentes
verticales aux points (—1;7) et (1;0) qui se justifient par les tangentes
horizontales a la fonction cos.

e) dom (cos™!) = [—1;1]

La fonction cos—'lest parfois notée arccos ou acos.
C’est une fonction utilisée en théorie.
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5. a) tan n’est pas une fonction injective car elle est périodique. Cette
T T

[maisity 53]

b) le domaine a ete restreint a }—5;5{ ou tan est str * donc injectif.

. ™ - .
fonction est str " dans [O; 5[ mais il y a mieux : }

c) Nous ne pouvons pas donner de formule pour tan™' (z). Voici des va-

leurs remarquables :

v 01§ lgl s |55 v 0| 1]VB
tanz |0 2| 1|v3 ||| | tan 'z |0 T [T] T

d) |
La fonction tan~! est strictement croissante comme fonction reciproque
d’'une fonction strict. croissante.

Notez les asymptotes horizontales de tan~! d’équations AH =y = ig,
symetriques des asymptotes verticales de tan.

e) dom (tan‘l) =R

La fonction tan'est parfois notee arctan ou atan.

C’est une fonction utilisée en théeorie.



Chapitre 2

Exponentielles et Logarithmes

2.0 Prérequis

A retenir
Fonction du premier degré

f:x— max+p (m+#0) est une fonction du premier degre.

‘ mz + p ‘ signe contraire de m ‘ 0 ‘ signe de m ‘

3=

e -

Le graphe d’une fonction du premier degre est une droite de pente m.

Fonction du second degré

f:x— ar?+bxr+c (a#0) est une fonction du second degre.
Le graphe d’une fonction du second degre est une parabole

b
qui admet 'Are =2 = ——
2a
Si b —dac < 0 — :
ar® + bx 4 c | signe de a
T _b
Si b2 — dac =0 5 . 20—
ar”®+bxr 4+ c | signedea| O |signe dea
x Ty L2
Si 2—dac > 0 ax? +bx +c|signede a | 0 signe 0 | signe de a
contraire
de a

487
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ou zi1et z- sont les racines (z;, < x,) de az? + bz + c.
b?> — 4ac sera note p.

En résumé : Signe de a partout, sauf entre les racines.

Dérivée

La dérivée de la fonction f est une fonction f' qui indique comment la
fonction f varie.

Cela signifie que le signe de f’ indique si la fonction f est croissante ou
decroissante.

Tangente en un point d’une fonction
Intuitivement, la tangente existe en un point de f si celui-ci ne forme pas un

“coin” (comme valeur absolue en 0).

Dans tout ce qui suit, cette tangente existe, sauf mention explicite du contraire.

6

0

0 1 2 3 a4 5

Ainsi, nous pouvons donner en chaque point d’'une fonction réguliere, la

définition de la dérivée

f/(x) _ %I%f(x + h}z - f(x)
En pratique

f(z) = &lingf(ﬁh})l_ (%) est la [ pente de la tangente | au point d’abscisse .
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Limite en un réel

Dans tout ce qui suit, a,b € R.

lim  f(x)=1»b
Tr — a
signifie que f(z) est aussi proche qu’on veut de b a condition que z soit
suffisamment proche de a.

lim  f(z) =400
r—a
signifie que f(z) est aussi grand qu’on veut a condition que z soit
suffisamment proche de a.

lim f(x) =—00
Tr —a
signifie que f(z) est aussi petit qu’on veut a condition que z soit
suffisamment proche de a.

Techniques de calcul de limites - limites en un réel

Si f est continue en « alors limf(x) = f(a)

r—a

Fonctions continues : polynémes, sin, cos, vz et |z|. Une somme, un produit

ou une composee de fonctions continues est une fonction continue.
Exemple

limz? +z —-5=7

r—3

Quotient de fonctions continues

Soit n{z) un tel quotient.
d(x)
1. Sid(z) #0
le quotient est continu.
|
Exemple :lim =-5
z—=3 1 —H

2. Si seul d(z) =0
la limite est irgﬁnie.

e+ 1 R .
Exemple :lim =0 et meme Lim =
z—5 x — b z—5+ T — 5
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3. Sin(z)=0etd(z)=0
tout peut arriver.
C’est l'indétermination "g".

Exemples
=4 0, . (z=2).(z+2) .
1. ilir;z_x_ 0 —5'[2 5. _&:lirzl—(x+2)——4
. (=2 0, . (z—-2).(x—2) . B
“iMe = T, T2 =0
. 2—x 0 . 2—ux : —1 N . —1
.l. —:II_II:l :I. e t l. -
MM o = MG ey T Moy~ stmeme  limo
Foo
Limite a l’infini
lim  f(x)="0

xr — +00

signifie que f(z) est aussi proche qu’on veut de b a condition que z soit
suffisamment grand.

lim  f(x) =+o0
r — +00

signifie que f(z) est aussi grand qu’on veut a condition que z soit
suffisamment grand.

lim  f(z)=—00

xr — +00

signifie que f(x) est aussi petit qu'on veut a condition que z soit
suffisamment grand.

lim  f(z)=10

T — —O0

signifie que f(z) est aussi proche qu’on veut de b a condition que z soit
suffisamment petit.
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et ainsi de suite.
Techniques de calcul de limites - limites a l’infini

1. lim 32 =400
xr — +00
2 lim — 3% = —0
xr — +00
3 lim  32% =40
T — —00
4, lim — 323 = 400
T — —00
lim . =0 et lim ~ =0
xr — +00 Tr — —00
3
T
xr — +00
4
T
T — —00

Asymptotes verticales

Lorsque limf(z) = +o0, on dit que la droite AV = x = a est asymptote ver-
r—a

ticale au graphe de f.

Asymptotes horizontales

Lorsque lim f(z) =10, on dit que la droite AH =y = b est asymptote hori-

r—rE0o0
zontale au graphe de f.
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Suites géométriques

Définition
Une suite géométrique est une suite numérique dont chaque terme s’obtient
en multipliant le précedent par un nombre constant ¢ # 0. th = tp1.q

Ce nombre constant est appelé€ raison.

Exposants rationnels?

p .
ar — \r/ aP ou p et r sont des nombres entiers (r #0)
Remarques
e Si r est pair, il faut imposer a > 0.

Exemple : az = \2/a_ = m

e Si p est négatif, il faut imposer a # 0.

_ 1
Exemple :a+ = Va ! = \T/j
a

Réponse aux exercices
Signe

1. Etudie le signe de

(a) —— ‘ ‘%‘
3c—7| -0+
(b) —, * ‘ ‘2‘ ‘3‘
22 —5x+6|+]0[—]0]+
(c) — = ‘ ‘%‘
4-3z|[+]0] -
(d) 2$ ‘ ‘_6‘ ‘ ‘
2?5 +6| | 0 [+|0] -
(e) —— |
x—x+6‘+

lUn nombre rationnel est le quotient de deux entiers.
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(f)

(9)

(h)

(i)

z | |2
—x2+4x—4\—\0\—
T % 3
w2 —5r+6| + —| - 0|+
3z —7T — | =]1=10 + | +
22 —5x+6
oL — 0|+ || 0|+
T -3 -2
2 4+5z+6 [+ 0 |- 0 |+
z?+1 ++ |+ ]+ |+
I2 T
SET O+ [ 0 [—] 0]+
T 1
r—1 — 10|+
202+ +1 |+ |+ |+
20 — 22 —1| — | 0 | +

Dérivée et tangente en un point d’'une fonction

3
2 f(x)| =0
m

_|_
/!

493
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3 [l [ +]0]-
fQx) | /M|

_ 3
Maximum en ©r = —.

2

-2 . 1 .
a; 1 est aussi proche gqu’on veut de 2 a condi-

1si nifie que
2 —4 4 d q 2 —
x — 2

tion que z soit assez proche de 2.

lim w2 = +oo signifie que est aussi grand qu’on veut a condition
:E E—
T — 2

que z soit assez proche de 2.

1
(z —2)?

Limite en un réel

oz =2 1 ... _ . , JR
4. lim i1 signifie que 52724 est aussi proche qu’on veut de 1 a
T — 2
condition que = soit assez proche de 2.
1 D g . . .
5. lim ———— = +oo signifie que ﬁ est aussi grand qu’on veut a condi-

x — 2)2
x—>2( )

tion que z soit assez proche de 2.
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Limite a l'infini

2 +1 1 2 +1 1
6. li = — signifie que est aussi proche qu’'on veut de —
e a5 =5 %1 e 525 P 9 2

xr — +00

a condition que z soit assez grand.

=0 signifie que ﬁ est aussi proche qu’on veut de 0

1. lim
r — —0O0
a condition que z soit assez petit.

(x—2)?

1—a3 D R .
8. lim ( 2)2 = +oo signifie que ﬁ est aussi grand qu’on veut de 0
T ,

Tr — —O0
a condition que z soit assez petit.

Incursion

Chaque s(n) s’obtient en multipliant le précédent par 0,5.

0,25
0,125
0, 0625

..poo‘w»ao3

c) limss(n)=0
n—-+00
e) Que vaut limss(n) =400
n——0oo
f) Non. Que vaudrait 0,5 ?

s (n)

wlo|—~= ol 3

1
2
4
10. a) et b) 8

0,5 v2
1,5 ] 2v2
2,5 | 42
3,5 | 82
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S e s(n) =27
b) Si le nombre de bactéries est multiplieé par 2 apres 1 heure, il est
multiplié par v2 apres % heure carv2.v/2 = 2.

c) Une heure avant l'instant initial, il y avait 0,5 million de bactéries,
deux heures avant l’instant initial, 0,25 million de bactéries, trois heures
avant 0,125 millions de bacteries.

d) V2 car v2.v2.v/2.v/2 = 2.

e) Oui car il y a des bactéries a tout instant.

Non car il n’y a pas de fraction de bacterie.

Exposants rationnels

11. Calcule

(a) 43
(b) 97
(c) 273
(d) 83
(e) 252
(f) 0,0273
(g) 161
(h) 323

12. (Ex 21) L'expression vV z° (x>0)
5)

(i) Exprimez-la sous forme de puissance a exposant rationnel : x2

(j) Quelle expression lui est égale?
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7 2
3T = 22 3 —\/z Va? =25

x 3—

I
8
DO | —
I
&
N | Ot

13. (Ex 25) Un jeune enfant s’amuse avec une calculatrice a faire des ad-
ditions de nombres de plus en plus grands. Il commence par 1+1, puis
additionne le résultat a lui-méme, et recommence a chaque €tape.

Il effectue ainsi successivement : 1+1, 2+2, 4+4, et ainsi de suite.

Si n est un nombre entier non nul désignant le nombre d’étapes, quel
est le résultat obtenu par ’enfant apres n étapes?

n | f(n)
1] 2
2| 4 Réponse: 2"
3| 8
4|16

2.1 Exponentielles de base quelconque

A retenir
Théoréme de fondation

Il est aussi possible de calculer une puissance a exposant réel de n'importe
quel nombre strictement positif.?

al’

En calculant ces puissances, nous obtenons une fonction, de R dans R,
qui a = associe a”.

Cette fonction
respecte les formules
a®.a¥ = a*Y
(aw)y = a%V

et est derivable dans R.

Ce theoreme est admis.

A partir de maintenant, a > 0 et a # 1.

2Ce n’est pas possible pour un nombre négatif.
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Définition
Cette fonction est appelée exponentielle de base a et notée exp,.

exp, - R— R:x — a”

exp,(r) = a®

Propriétés

1) a® >0

2) a =1 et que a! =a  ce qui donne les points (0;1) et (1;a) dans les

graphes.
Dérivée

La derivée d’une fonction exponentielle est un multiple de celle-ci :

exp,(z) =k.exp,(r) ou encore (CL‘I>/ — k.a®

Variation

1. Quel est le signe de (a*)'?
(a*) = k.a” ou a® > 0.
(a*) est donc strictement positif partout (sik > 0) ou
(a*) est strictement négatif partout (sik < 0)

x x
(@) |+ ] ou |(a) | —
a’ |/ a’ |\

Comment distinguer ces deux cas?

Reprenons les points remarquables (0, 1) et (1, a).

(@) Sta>1 y augmente lorsque z passe de 0 a 1.
T 0 1
C'est le cas (a””)' + | + | +

+ +
a | NNV
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(b) Sia <1 y diminue lorsque = passe de 0 a 1.
T 0 1
Cestlecas (a*) | — | - | - | - | —

@ NN N N N

Réponse aux exercices

l.a) =~ b)) V=125 <) V3 d)27
1

ST

e) b :4_
43 V2

2. a) 3,322 b) 0,342 c) 0,00636 d) 0,152

T ° 1 2 3 s g

3.a) lim4*=0 4% est aussi proche qu’on veut de 0 a condition que x
T——00

soit assez petit. AH=y=0

rT—+00

1 2x 1 2x
b) lim (5) =0 <§> est aussi proche qu’on veut de 0 a condi-

tion que z soit assez grand. AH=y=0

c) lim 27" = 277 est aussi proche qu’on veut de 0 a condition que
T—>+00

x soit assez grand. AH=y=0
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d) lim (0,27)" % =+o0c  (0,27)" % est aussi grand qu’on veut a condi-
T——00

tion que z soit assez petit. Pas d’AH en —oo.

4, Calcule et interprete

T

(a) lim — = +o0
r—+oo

(o) lim 0,9 =

r—>—00 U
0, 5%
(c) lim ’2 =
T—=—00 T

0,5"
) -0

—0

+00

(d) lim

r—4+00 I

5. a) 871 1881 4064. Augmentation rapide du nombre de malades.

5000
4500
4000
3500
3000
2500
2000
1500
1000

500

b) -3 -2 -1 ¢ 0 1 2 3 4 5 6 7
c) Il s’agit d’une fonction (tres) croissante.
d) En 2015, t = 31 et f (¢) = 9383, 7 milliards de malades.

6. (Ex 22) 14000000 a 20000000 de cellules car le nombre de cellules est
multiplié par moins de 1,5 contrairement aux autres possibilités.

2.2 Exponentielle népérienne

A retenir

Rappel

(a*) = k.a*
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Définition
La fonction exponentielle pour laquelle k = 1, c’est-a-dire qui est égale asa

dérivée, est appelée exponentielle népérienne. Sa base est notée e :

’

(%) = e

Propriétés

1. Cette fonction existe. (admis)

2. L’exponentielle nepérienne est strictement croissante (sa dérivée est
positive) et donc e > 1 (voir les théoremes de variation).

3. lim e* = +00 et Llim e* = 0 (voir Lles théoremes sur les limites).
T——+00 T—>—00

4. e = 2,718 (admis)

5. Graphique : voir premiere partie.

Réponse aux exercices

1. Derive
(@ f(x)=1+¢€"
) ff(z)=€e"+xze"=(1+x)€"
(c) f'(x) =
(d) f/(x (4x_1) 20°—x—1
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2.3 Logarithmes de base quelconque

A retenir

La fonction exponentielle de base a est definie3 par exp, : © — a*.

La relation réciproque de cette fonction, autrement dit, la relation qui a a*
associe x, est-elle une fonction?

Oui, car cette fonction exponentielle est strictement croissante lorsque a >
1 ou strictement décroissante lorsque a < 1. Ainsi, deux z différents ont
toujours deux images differentes, ce qui entraine qu’un y est l'image d’un
seul x.

La relation qui a a* associe x est donc bien une fonction.
Son domaine est R car nous avons vu que l’ensemble des images de exp,

est RJ.
Revois les graphiques de la premiere partie.
Définition

La fonction réciproque de exp, est appelée logarithme de base a et notee
log,.

Propriétés

l.ly=a" <= x=loguy |et|y =log,x <= x =a" |

Dans ces relations, il faut tenir compte des domaines : R pour La fonction
exp, et R pour la fonction log, (seuls les nombres strictement positifs
ont un logarithme).

2. | log,1 =0 et log,a=1]|car a® = 1 et a! = a ce qui nous donne les

points (0;1) et (1;a)

3. log,x est l'exposant de la puissance de a égale a .

4. Sia > 1, limlog,x = —c0 et lim log,x = +o0.
z—0 T—+00

5. Sia < 1, limlog,x = +00 et lim log,z = —oc.
z—0

r—r+00

3Pour mémoire, a >0 et a # 1
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Formule fondamentale

log, (x1.22) = log, (x1) + log, (12)

Autres formules

log,xP = p.log,x

1

log,— = —log,x
€T

logaﬂ = logaxl - logaxQ
{5

Dérivée
/ 1
[ = —
( Ogax) /{ZI‘

Réponse aux exercices
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3 e
/

2 //

ol
1 o 2 3 a 5
/

1

2

3

a) y = logr <= = = expiox reRf etyeR

b) 5 ! !
2 1000
c)4
d) e)l L <:>59”—1 Reponse : —4
o5 — * T Go5 T oponses

, 4
f) l0g781 = © <= 27 =81 <= 3% = 3* . Réponse : 3

a) —1l -|-—1l
ogxr 0]

1
b) 3logx + §l0gy
c) —logz + 2logy — log?2

Sachant que log2 = 0,30103 calcule :

(a) 1,20412
(0) log2 — log1000 = —2, 69897

(c) 1,50515

Exprime sous forme d’un seul logarithme :

(a) lo a©
b
(0) log—22— — log"
95315 "9
3
(c) log—— = logT2

32
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2.4 Logarithme népérien

Définition

Comme toute fonction exponentielle, l’exponentielle népérienne erp:x — e
admet comme réciproque une fonction, appelée logarithme népérien.

Cette fonction est notee In.

Propriétés

1. Son domaine est R
2. y=In(z) <= v =¢€v (z e RY)
3. y=e" <= z =In(y) (x € R)

4. In(l) = 0 et In(e) = 1  ce qui donne les points (1,0) et (e, 1) du
graphe.

5. In(x) est l'exposant de la puissance de e €gale a .

6. limin(z) = —oo et lim In(x) = +oo base supérieure a 1 (e = 2,718...)

z—0 T—>+00

7. In (z1.22) = In (z1) + In (x2)

8. In (2?) = p.ln (x)

Dérivée

' 1
Vu que (log,z) = . etaue k=1,
T

/
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506
Calcul de k
B 1
kax

Nous savons que (ax)/ = k.a” et que (log,x)

Nous pouvons maintenant calculer k.

a =" == g% = (el”“)x = q% = ¢*!N%, Note cette relation :
e?!Ne (rlna) =lna.e”'" =lna.a*

Dérivons-la : (a®)

(a*) =a.a

et donc k£ = lha . Par conséquent,

/ 1
log,x) =
(l0ga) Ina.x

Réponse aux exercices
1. a) f'(z) =In2.2" Pente de la tangente : ' (3) = 8.In2 = 5,55

114
I
i
f

/
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Pente de la tangente : ¢’ (8) = ~0,11

|II

b) ¢' (x)

- In2.x

2. Dérivées

2\’ 1 1 3z + 2
(a) (3lm:——> —3- -2 <——2> _ 2
X X T X

' 3in?

(o) (Indz) =3.Unz. (Inx) = ne
T
(c) (z.Inz) = Inz + 1
@ (! 1
Inx)  xinx
1 / —8x
o (1-42?) =
— 42 ( 7’) 1 — 422

() (3772) =1n337 2 (s2 — 2) = 2ln3.0.3"

() (In (1-42%) =
( / 1

(9) (logs (32* — sinz)) (322 — sin)’ = 62 — sin

" In2. (3z2 — sinx)

) (in (422 = 20 +1)") =
1
(4z2 —2x + 1)

In2. (322 — sinw)

3(8z —2)
3(4a? — 22+ 1)°. (422 — 22 + 1) =
=3 (4z r+1)". (4o r+1) 0 — 201 1)
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/

() (Ex 22) (%) @+ a—(n(@)+ D

xr2

él‘—(ln (ZL“)+1) —In (ZL‘)

2 2

T i

(Ex 23) On considere la fonction f définie pour tout nombre réel non nul
X par l'expression

3

f(x) :2—|—(x—1)ef”—|—§|.n (2?)
Donne une €quation de la tangente a la courbe d’équation y = f () au
point d'abscisse r = 1.
Le point de contact est (1;2).
I (x) 69”—|—(ac—1)6‘“—|—§i2::r;:xegc+§

2 12 x
f(1)=e+3=m.
t=y=(e+3)z+p ou2=(e+3).1+p=p=—-1—c¢
Réponse: y = (e +3)x —e — 1.

(Ex 24) Etant donné la fonction f définie pout tout nombre réel x par
f(z) =1Ln (2?4 3)
on considere la fonction g définie par g (z) = f (z — 1)

Sur quelles parties de la droite réelle g est-elle strictement décrois-
sante?

g(@)=1n((z=1)"+3) =In (2>~ 20+ 1+3) = n (2* — 20 + 4)

V¥ —4dac=4—-16=—-12 = 22 - 22 +4>0 = domg=R

1 ' 2x — 2
g’(w):x2_2x+4($2—2x—|—4) T 22— 244
x 1
2z — 2 -1 0] +
P —2r 44|+ |+ | +
g (z) — 10|+
g NS
Réponse : |—o0, 1|

NB : On peut aussi déterminer que f est décroissante sur ]—00,0[ puis
procéder a une translation horizontale de 1 unite.

125 = 100.2! o= (1,257 2 =1,0574
Le taux d’intérét annuel €tait de 5, 74%.
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2.5 Quelques applications particuliéres des logarithmes

Réponse aux exercices

1. +3,7

2. la diviser par 10000
3. 10 = 1000000 environ 10 environ

x CH
0,01 | 1 loge
4.170,0001 | 2 r=1072"  CH = -
0,000001 | 3
107 |5
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Chapitre 3

Calcul intégral

3.1 Prérequis

A retenir

Opérations sur les fonctions

La fonction f + g est définie par (f + g)(z) = f(z) + g(z), et de méme pour
f

f=9. 19
9

La fonction go f (g de f) est définie par go f(z) = g(f(z)).

511
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Dérivée des fonctions de référence

(k) =0
(x) =1
(") = n.a" !
1\ 1
0
1
V) =5
(sinz) = cosx
(cosz) = —sinz
' 1
(tcm;i:) — cos’z
(a*) =lna.a”
) =
o1
(lnz) = -

Réponse aux exercices
Comparaison de fonctions

e Sur quel domaine peut-on dire que f > ¢g?
e Sur quel domaine peut-on dire que [ < g?

e Peux-tu comparer ces deux fonctions partout?

L f:o— —2?+4r+32etg:ax— 25— 2

fx)=g(z) <= z=—-loux =7
Le graphique montre que f > g sur |—1;7[ et que f < g sur |+ —1] U
[7; —|.

Les deux fonctions peuvent étre comparees partout.

1
2. fix— —a?+4rt+detgia— —
x

fl@) =g < (x+1)(-2*+52—-1) =0 < 2z = —loux =
5F V21
2
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2

Le graphique montre que f > g sur ]—-1;0[U > —2\/ﬁ; 5+2\/ﬁ
et que f < g sur J—oo;—1]U ]05_2\/ﬁ]U 5+2\/ﬁ;+oo[.

Les deux fonctions ne peuvent étre comparées en x = 0.

3. Sur quel domaine est-ce que f > g et sur quel domaine est-ce que
f<g?
(a) f > g dans |— 2[U]1;400[  f < g dans [—2;1]
(b) f > g dans |— [U]0;1]  f < gdans [—1;0[ U [1;+o0]
(c) f>gdans |0;1] f < g dans]|—o0;0[U [1;+o0]

(A f > g dans | —o0; ST [U| 154 4oo| < g dans | LA 15T

Dérivées

4. Calcule les derivees suivantes :

2
@ (22 + /) —2x+2\/_
1 1

1 /
2 _ e
(b) <3az 2\/1 + x) = 62 N

(c) (In(x) +2%) = % + In2.2°
(

(d) sm?):z:)’ = C0S 3x. (3z) = 3.cos 3w

o (LY L (LY 1/ 1y__t
“\z) "1 \z) T 71 x2)  4x?
( =
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3.2 Calcul numérique d’une intégrale

A retenir

Il est souvent possible de calculer l'aire comprise entre une fonction positive
et l'laxe Oz a l'aide de rectangles.

-1

Dans cet exemple, l'aire comprise sous la fonction f est calculée entre z = 2
et x = 12 a l'aide de 10 rectangles.
La réponse est approximative.

lim A, = +o0

n——-+00

3.3 Intégrale d’une fonction continue dans l'inter-
valle [a:b]

A retenir

Théoréme

Considérons f, fonction continue et positive dans [a; b].
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L'aire délimitée par l'axe X, les droites d’équations z = a et = = b et le

graphe de la fonction f peut étre obtenue par A = lim A,.
n—-+o0o

(intégrale de a a b de f)

b
Ce nombre est noté / f(x)dx
a

Ce résultat est admis.

Remarques

|
1. Dans l'exercice précédent, nous avons calculé / sinzdx .
0

b
2. Le nombre / f(x)dxr ne depend que de f, a et b.
a

3. [a;b] est appelé€ intervalle d’intégration. a et b sont les bornes d'inté-
gration.

a b
4. Par convention, / f(x)dx = —/ f(x)dz .
b a

b c c
5. / f(x)dx +/ f(z)dx = / f(z)dz (si le premier membre a un sens)
a b a

6. Si f < 0 dans [a;b], l'aire délimitée par l'axe X, les droites d’eéquations

b
x = a et z = b et le graphe de la fonction f est donnée par —/ f(z)dz.
a
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3.4 Primitive d’une fonction

A retenir

Définition

Une primitive de la fonction f est une fonction F' dont la derivée est f. ‘

F est une primitive de f < F' = f. |

Propriété

Si une fonction admet une primitive (sur un intervalle ouvert), alors elle en
admet une infinite et

deux primitives de cette fonction different par une constante.

Théoréme d’existence d’une primitive

Si f est une fonction continue sur |a;b|, alors

pour x fixe dans ]a;b],

une primitive de f est donnée par | F(z) = / f(t)dt
Zg

Resultat admis

Calcul d’une intégrale a l’aide d’une primitive ou formule de Leibniz-Newton

Si F' est une primitive de f (continue sur [a; b)),

b
/ f(z) dz = F(b) - F ()
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Notation

Vu son lien avec les integrales, toute primitive de f sera notée /f(a:) dz.

Attention

/f(:z:) dx est une fonction associee a f. primitive de f (z) dx

b
/ f(x) dr est un nombre associ€ a f, a et b. intégrale de a a b de f
a
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3.5 Primitives immédiates

A retenir

Primitives

lde =2+ k

2P dr = +k si —1
/ D p#

/%dx:2\/5+k

/COSxd:z::sinx+k

/Sin:z:dx:—COS:l:+k

1
/axda::—.ax+k
lna

/exdx:ex—kk

S R

/ de =Ilnlz|+ k

Réponse aux exercices

:L‘17 JJ4 ZL’2
1)?+k 4)7—7?+4x+k 7) Vx —tanz + k
1. 2)8z+k 5) sinz —cosz +k 8)—§—gx/5x8+k
ua
3) - 4k 6) Sinjal+k 9) L et 4k
212 3

ln4

2. Le lecteur ajoutera la constante k si necessaire.
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4 3

1) X 4)5sina L 10) Inz +4y7 + 2
3 2

x

2 3 T T

“ /3 9 g 9.2 _ _ o Lo
2) 3 x3 5) ln8'8 8)/ 22° + 9z del 23 —1—92 Oz

3) 4¥x  6) —12x 9)/14—%0%:13——

T

3. (Ex 25) On considere la fonction f definie pour tout nombre reel = # 0

vérifiant :
f1)=1
et dont la dérivée vaut :
3
_ .3
fix)=2x A
Que vaut f(2)7?
, \ A 3 2
/ = - — J—
f(x)—:c‘ — 3z :>f(x>—z—3_—3+/€—z+§—l—k
1 1 xt 1 1
f(1) T = I f () 4+x3 .,
16 1 1 , 31
f(2):z+§—1 Reponse:g.

4. Tu obtiens % a l’aide de la primitive.

5. Tu obtiens 0,459698.

4
6. / E(x)dex=6 Fais Le graphique si tu as un doute.
0

3.6 Primitivation par substitution

Réponse aux exercices

3 8
1) (z"— 1) 7) In|2® — 3z + 4 13) %\3/ (22 + 6x)°
3 _
3) sin (5z?) 9) %65"” 15) —% cos (4z)
4) tan (22 —1)  10) 1—12 (24% — 42— 3)" 16) %41—3
4x—3 _; _ .
5) e ey 17) —In|1 —z|

2 _ 2 3 3 1
6) In|2* — 5z +3| 12) 9\/(x +5) 18) e$+9:c
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3.7 Primitivation par parties

A retenir

Primitivation par parties

/f-g/:f-g—/f/-g

Réponse aux exercices

l. z.sinz +cosz

2. —xQCOS:C—/2x(— Ccosz)dz= —x2c05x+/2xc05xdaz deuxieme primiti-
vation par parties :
= —2?¢c0sz + (2zsinz — [2sinzdz)= —2?COSz +2zsinz +2cosx

3 1 3 3 1 3 3
3. m—lnx—/—.x—da::x—lnx——/ﬁda::m—lnx—x—
3 z 3 3 3 3 9

4, 126" — 2x.e" + 2.6"

2 .Z'2

x
. —.lnz—=
5 5 nzx 1

1 1 .
6. —% cos (3z) + §/ CoS (3z)dx = — g cos (3z) + 9 sin (3x)

2, il 2, I 1
1. 3% sin (3xz) 3/x.SIn(3x) dx =37 sin (3x) 3( 3C0$(3:L‘)+3/COS(3:1:) dx)

2 . 4 4 .
= ng sin (3z) + g cos (3z) — 57 sin (3z)

2
8. (:L‘Q—Sx)lnm—/l(x2—3m)dx:(m2—3x)lnx—/m—3dx:(xz—Sx)lnx—%—FSw

T

5 2
9. Le produit est effectuable! /g; (z° +1) do = /x4+xdx _ %Jr %
10. z.lnz — 2 en posant f@ =lne
g (x)=1

11. 42*. Inx — 2* en posant {
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3.8 Exercice récapitulatif

Réponse aux exercices

1) /ﬁdeQW

2) /lnx = —ln x
1. 42:5—3

14
__42333 _ -
3)/5\/5 v =5V = om1

4) /xQCOSxdx:xzsinx+2xCOSx—25inx

2:1:—1—1 9

In. 1 |
—xda:———lnx——
X

10)

11) /
12 5

2. (Ex 24) Que vaut [e~ 2in(a

tanx
tanz

dx—l.n|e + 2|

521

6_xd3::—5ln]6—:1:]

. 1
0) /sm 3rdr = -3 Cos 3z

322 —5x+2

7) / (62 — 5) > 2 dy = ¢

3 B
8) (x2—2x)lnxdx:<%—x2> lna:—%
™

)In (z) dx a une constante additive pres?

1
L’expression se simplifie en [ —— In(z)dz = [ = Lln (z) d.
(em(x)) x2
1
| f@)=lnz (@)= -
Elle peut se calculer par parties / 1 L, = 2l
g(@:ﬁ:m 9(z)=—-
i
1 1 ln () 1
—In(z)dr = ——1ln(x) — ——d — =
[tn(e)de=——In(@) - [~ -

3.9 Calcul d’intégrales a l’aide de primitives

A retenir

Formule de Leibniz-Newton (rappel)

/f )dv = F(b) — F (a)

continue...).

ou I est une primitive de f (fonction
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Réponse aux exercices

Dans les corrigés, F(b) — F (a) sera souvent noté [F(z)]"="

1) /2x3—x+1dx:$

r=a"

4 2
?—%—l—x 4)/x\/1‘2+4dm:% (22 + 4)° 7)%ln|x2—4x+3|
3 in3
_ 2 . 2 .T_ .9 _Slnl’ _ 1
2) [l—2) de=x—2*+ 3 5)/512 x.COSxix— 3 8) 27— 4z 1 3)
0w Lo /lnx _In"x 3 s ) 2, oo
3)/6 dx—Qe o) , dr = 3 9) 71 (Tx24+1)" t =Tx* +
Réponses
1) 2 4) %f—?ﬁ 7)%ln8—%ln15
1 3V3  2v2 1 1 7
2) - 5 VI W2 g L 1T
% . 24 24 4516 30 240

_2__ — R
3) 5 —5 03 % 4



Chapitre 4

Géométrie et Algebre

4.0 Prérequis

A retenir

e Une €quation est une egalité qui est vraie ou fausse.

Exemple : 3z — 4y = 7 est vraie pour v = 1 et y = —1, note (1;—1)

et fausse pour pour z = 1 et y = 2, note (1;2).

e Résoudre un systeme de deux équations, c’est determiner Les couples (z;y)

tels que les deux équations soient vraies (solutions communes).
3r—4y =7
Exemple : T
r+y=0
e La méthode des combinaisons consiste a remplacer une des deux équations
du systeme par une somme de multiples (non nuls) des deux €quations.

a comme solution (1;-1).

On obtient alors un systeme qui a les mémes solutions que le systeme de
départ.

Réponse aux exercices

1. Reésous les systeémes suivants par la methode de ton choix.

(@) (-1;2)

(o) Pas de solution

24 44
(c) (7,7)

(d) Pas de solution

523
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11 5
(e) (—g;—;l)

2. Construis les figures demandées.

4.1 Points et vecteurs

A retenir
Définition

Deux points A et B du plan, pris dans cet ordre, définissent un vecteur que
I'on note AB .

La notion de vecteur est identique a la notion de translation ou de déplace-
ment de A en B.

En abrege, on designera un vecteur par la notation .

W= AB

Composantes du vecteur @

Si, dans un repére, les coordonnées du point A sont (xA;yA; zA) et celles du
point B (z5;Yp; 2p),

les composantes du vecteur zﬁ sont les nombres qu’il faut ajouter aux
coordonnées de A pour obtenir les coordonnées de B.

Autrement dit, les composantes du vecteur @ sont (:CB — TAYB — YA 2B — zA).



4.1. POINTS ET VECTEURS 525

Caractéristiques d'un vecteur

Le vecteur non nul AB est caractérisé par :

e sa direction : celle de la droite AB

e son sens : de A vers B

e sa norme : la distance entre A et B, notee HEH

Remarques

e En physique, on définit une quatrieme caractéristique, appelée point d’ap-
plication, précisant la position de l'origine du vecteur. En mathématiques, en
general on ne fixe pas l'origine, on parle alors de vecteur libre; si par contre
on choisit une origine particuliere, on parle de vecteur lie.

e Le vecteur nul n’a ni direction, ni sens et sa norme vaut 0.
e Le vecteur nul a comme composantes (0;0).

Norme d’un vecteur

Definition : La norme d’un vecteur est la distance entre son origine et son
extremite.

La norme du vecteur ¥ se calcule par \/x2 4 y2 + 22

La norme du vecteur AB se calcule par \/(xB —24)° + (yg —ya)’ + (25 — 24)°

Vecteurs égaux

o Définition algébrique : Deux vecteurs qui ont les mémes composantes sont
egaux.

« Définition géométrique : Deux vecteurs AB et CD sont €gaux s'ils sont
nuls tous les deux ou s’ils ont

méme direction
méme sens
et méme norme.

On écrit AB — CD.

B D
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Réponse aux exercices

1. D(0;0;3)  E(0;3;3)  F(2;0;2)  G(1;5:2)

)
2. A(2:0:3) B(2:5:3) C'(0;5;0)
Réponses : |AB|=5 |BC|=V13  |C'A| = /38

3. DG (1:5-3) BF (2,3, —2)
4. ALeBD =6  BCeBD=—6et BC e BA=0
5. 7.7 =1et ABW = -}

6. Calcule 7.7

(@) 7.7 =2

(0) 77— 152
2

(c) T.7 = —6v3

7. (Ex 21) Dans un repere orthonormé du plan, A (0;3) B (3;6) et C (4;4).
Que vaut COSA/Bz”?
BAeBC = HQ“ Hﬁ” cos ABC ou
B B
ﬁ(l;—z) HQH =5 En remplagant dans la formule,

3 = /18v/5cos ABC
3. 1 V10
3v2v5 V10 10

8. (Ex 25) Dans le plan euclidien, on considere quatre points P, Q, R, S qui
forment un carré PQRS de cotes de longueur 2.

Que vaut le produit scalaire ]@ ) ]ﬁ’?

Cos ABC =

PO e RP = PO.QP = H@H H@H oS 180°=2.2.(—1) = —4.
9. AB(0:5:0) AC (=2:5:—3)  BC' (—=2:0: —3)

_> H o~ o~ o~
(a) AD e AC' — HEH . HAC’ .C0SA = 25=5./38.cos A = A =35,8°
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— —_— ~ ~ ~
(o) BAe BC' = “ﬁ“”BC’ .€COSB == 0=¢cosB == B =90°
BA et BC" sont orthogonaux. ABC’ est un triangle rectangle en B.
(c) C'AeC'B = ‘ C'A ‘ . ‘ C'B ‘ .cos( == 13=+/38./13.cos A == A =54,2°
La somme des angles fait bien 180°.

10. Calcule les composantes

11.

12.

13.

(@) OB (5 —5: %)
(o) O? (—E. 14, _g)

157 157 5

Combinaisons lin€aires des vecteurs (7 et @}

(a) TA =0l

(o) AB = —20J
(c) AJ = Ol
(d) BC = 201

(e) OA =0l +0J
(f) AC' = —201 — 20
(9) DO =01l —0J
(h) BD = —201 + 20

Combinaisons lin€aires des vecteurs (7 et (ﬁ

(a) 0L = O +20J
(6) OP = 201 — 0.
(c) EH = 301 — 20

(d) TN =201 +0J

Solution : Commence par exprimer AR a l’aide de AL ou AC.
Avec AB, cela donne
AL = AB + BE (relation de Chales)

Maintenant, c’est BE qu'il faut exprimer en combinaison lin€aire de AB

et AC.

BL — %Jﬁ (par hypothese), donc
T T4 S5 (5 T0) A B e
Finalement, AL = —%ﬁ + 31@

Essaye au départ de AC.



528 CHAPITRE 4. GEOMETRIE ET ALGEBRE

4.2 Systeémes linéaires d’équations a trois incon-
nues

Un tel systeme admet @, 1 ou une infinite de solutions. Je privilégie la me-
thode des combinaisons.

Exercices

1. Résoudre

([ 224y=5 1 9y =9 y=1 y=1
(a) T — 4y = —2 -2 r—4y = -2 xr—4=-2 x =2

(T t+y+22=1 > rT+y+2z=1 r+1+22=1 34+22=1

Solution : (z,y,z) = (2,1, —1)

([ 2 +y=1 > 20 +y =1 2 22 +y=1
(o) r—4z=—11 1 3r+2y=1 —1 r=1

( z+y+22=06 | 2 rT+y+22=6 > rT+y+22=6

([ 24y=1 ([ y=-1

r=1 r=1 Solution : (z,y,2) = (1,—1,3)
1+y+22=6 (| 1-1+22=6

(20 +y—2=-3 2 dr+3y =4 > br+ 3y =4 1
(c) r—y—4z=-20 | » r—y—42=-20 | 1 3r+y=0 -3

| rv+y+22=10 1 r+y+22=10 2 r+y+22=10 | »

([ 4z =4 r=—1

30 +y=0 —3+4+y=0 Solution: (z,y,2) = (—1,3,4)
( z+y+22=10 —1+y+22=10

2. (Ex 22) Un étudiant a présenté successivement trois examens. Si au
quatriéme examen il obtient une note égale a celle du premier examen,
sa moyenne (des quatre examens) vaudra 10;

si a ce quatrieme examen, il obtient une note €gale a celle du deuxieme
examen, sa moyenne vaudra 12 et enfin

s’il obtient une note egale a celle du troisieme examen a ce quatrieme
examen, sa moyenne vaudra 14.

Quelles ont €te, dans L’ordre chronologique, les notes des trois premiers
examens?
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Inconnues : x note du premier examen, y note du deuxieme examen, z
note du troisieme

:E+y+z+x:10 x+y+z+y:12 x+y+z+z:14

4 4 4
(2 +y+2=40 | 2 3z +y =24 > 3r+y = 24 3
r+2y+2=48 | » r+2y+2=48 2 x+ 3y =40 —1
(| 2+y+22=56 | -1 r4+y+22=56 | —1 rTH+y+22=56 | »
([ 8z =132 =4
§ 4+3y=40 3y =36 Solution : 4, 12 et 20
( 4+y+22=256 12 4+ 22 =52

3. (Ex 22) Un couple se lance dans l'élevage de chiens et planidie le volet
dinancier relatif a cette activite.

Chaque anné€e, une somme F rassemble les frais fixes incompressibles
(batiment, chauffage, eau, electricite). Un autre poste de dépense est
consacré aux frais de nourriture et de vétérinaire. Les frais annuels de
nourriture sont estimés a un montant B par chien adulte et a douze
euros par chiot. Les frais vetérinaires sont €valués annuellement a un
montant V par adulte, le suivi des chiots €tant comptabilisé dans le
suivi de la mere.

Sachant que le prix de vente d’un chiot est de 1200 euros, que L’élevage
comprend N, femelles adultes et N, chiots, que tous les chiots sont
vendus a la fin de l’année, laquelle de ces quatre formules mathéma-
tiques décrit correctement Le bénéfice annuel du plan comptable de cet
élevage?

(a)
(b)
(c)
(d)

1200 — 12) N, — N, (F + N,V + B)
1200 — 12) Ny (F+ N, (V+B))
)

)

(
(
(1200 — 12) N, — (F + N,V + B)
(

1200 — 12) N, — (F +V + B) N,

Le premier terme est identique dans les 4 propositions. Dans le se-
cond, F ne dépend pas de N, ce qui €limine la premiere et la derniere
possibilité.

Il reste a savoir si V et B dépendent tous les deux de N, ce qui est le
cas.

Réponse (b)

4. (Ex 23) Le patron d’une jardinerie a trois types de fertilisant pour le

gazon: F, F5 et I3
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contenant respectivement 30%, 20% et 10% d’azote.

Il projette de les melanger pour obtenir 500 kg de fertilisant contenant
15% d’azote et souhaite que ce mélange contienne trois fois moins de
fertilisant de type F] que de type Fb.

Si on note py, po, p3 les masses respectives en kilogrammes de Fp, F5
et I3 intervenant dans ce mélange, que vaut (pi; p2; p3)?

Inconnues : p;, p2, p3 les masses respectives en kilogrammes de [}, F5
et Fj.

IL'y a 75 kg d’azote dans le mélange obtenu donc

07 3p1 + 07 2p2 + 07 ]-p3 = 7.

(0,3p1 +0,2p, +0,1p; =75 3p1+2py +p3 =750 || 1
p1 + p2 + p3 = 500 p1 + p2 + p3 = 500 -1

L 3p1 = p2 3p1 —p2=0 >

[ 2p1 +py = 250 1 5p1 = 250

p1+p2+p3 =500 || » 50 + pa + p3 = 500

L 3pr —p2 =10 1 150 —ps =0

Reponse : (p1; p2; p3) = (50; 150; 300)

. (Ex 25) Le prix d’entrée pour une piece de théatre était de 10 euros

pour les etudiants, 15 euros pour les seniors et 20 euros pour toutes
les autres personnes.

On sait que parmi les 500 billets qui ont e€te vendus, pour un total de
6500 euros, il y avait trois fois plus de billets au tarif étudiant que de
billets au tarif senior.

Quel est, en euros, le montant obtenu par la vente des billets au tarif
etudiant ?

Choix des inconnues : Xx nombre de billets vendus au tarif étudiant, y

nombre de billets vendus au tarif senior, z au tarif autre.
4

r+1y+2z=>500 20 r+y+2z=>500 >
{ 10z + 15y + 20z = 6500 | —1 102 + 5y = 3500 1
\ 3y =1 > x—3y =10 —10
[ty +2=500 300 4+ 100 + 2 = 500
{35y = 3500 y = 100

z—3y=0 x = 300

\

Reponse : 300.10 = 3000.
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Chapitre 1
Utilisation du cahier a spirale

Le cahier a spirale est un outil fantastique.

Il permet de conserver, pendant toute l'année, tout l'apprentissage en ma-
thématiques (ou dans d’autres disciplines).

Son utilisation est fort simple.

Conservez les premieres pages pour une table des matieres.

Numérotez toutes les pages. Ceci peut étre fait au fur et a mesure.

Prenez note en classe sur les pages de droite (de gauche pour les gauchers).

Faites tout le travail a domicile sur les pages de gauche : préparations,
syntheses, aide fournie par un condisciple ou un professeur, travaux supplé-
mentaires, ....

L'utilisation puis la création personnelle de schémas heuristiques (arbres)
sur ces pages est un atout de reussite!
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Chapitre 2

Exemples de syntheses

Exemple en trigonométrie

Résolution d’un triangle rectangle

HYPOTENUSE . S0H CAH
1 ANGLE 1 COTE_~ 2éme ANGLE Q
Triangle rectangle - NON oA
HYPOTENUSE - S0H CAH

2 CBTES =
.

NON TOA

Quelques remarques

Une synthese ne contient pas tout. J’ai choisi de ne pas y mettre certaines
informations.

Le plus important est que cette synthése soit utile. La meilleure synthése
est celle que tu fais toi-méme.

Pour réaliser une telle synthese, il y a tres peu de regles a respecter.
« Choisis le sujet (théorie ou exercice) qui t'intéresse.

* Commence par le plus important.

« Couvre tous les cas.

535



536 CHAPITRE 2. EXEMPLES DE SYNTHESES

Exemple en fonctions de référence

Il s’agit de trouver les transformations qui permettent d’obtenir a. (z + m)2
au départ de z2.

a=1
Pas de m a=p Deformation verticale
Lk
a= Deforma wertica ) axe O
Lk

a=1
m=0 Translation vers la gauche a=D Deformation verticale
O— O—
a=0 Deformation verticale 2t symeatne daxe O
O—
a=1
m=<0 Translation vers la drofte a=D Deformation verticale
O— —
a=D Deformation verticale et symetre daxe O
—

Exemple de la résolution de systémes

Il s’agit de resoudre un systeme de deux €quations a deux inconnues. La
méthode des combinaisons est privilégiee.

'._I‘ - ‘~
"- Isalar Minoonnse 1-"-."
1 équation incompléte - Tu,
Systéme °< Remplacer 4'ans lautre &quation vy

2 équations complétes Chatsir les coefficients Combiner pour ne garder quiune Inconnuse
o—

C’est un bel exemple de 3D. Apres l'étape « Combiner pour ne garder qu'une
inconnue » on continue sur une branche déja connue.
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Exemple du tableau de signes

Cherche toutes les racines

Tableau de EIgI'IES Une ligne de tableau par expression
Régle des signes
Pas de division par 0
Quotient ———me”
Il y a des questions a se poser avant de tracer le tableau!
Exemple de la section plane d’un cube
2 points sur méme face Le segment les contlent
Section face paralléle connue Le sagment hal est paraliéle
Section d'un cube Trace TNintersaction des deux faces adjacentss
Section face adjacente connue Prodonge la section connue jusqu'a cette Intersection

L= segment passe par ce point

e

Transmettre fraternellement ce que j'ai demandé avec foi et obtenu avec
gratitude.



